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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction dans Pévaluation de la copie. L'usage
des calculatrices est interdit.

NOTATIONS : pour toute Pépreuve, on notera
~ 81 E est un ensemble, P(E) l'ensemble des parties de E.
~ 8i A€ P(E) et z € E, alors la fonction 14 est définie sur F de Ia fagon suivante

la(z) = 1sizeA,

= { sinon,
— Pour deux réels quelconques @ < b on notera

[a+0,0— 0] =]a,b], [a+0,b] =la,b], [a,b— 0] = [a,b].

Probléme : densité de parking

Ce probleme est constitué de trois parties différentes, on pourra admettre les résultats de I'une dans
la résolution de I'autre.

Le but de ce probléme est de donner une formule explicite pour la densité de parking dans une
rue de longueur infinie oft des voitures de taille identiques se garent an hasard, Uexplication et la
mise en équations de ce modele font 'objet de la troisidme partie du probléme, les deux premidres
servent & metire en place les outils pour le résoudre.

Partie I : Théoréme taubérien

Le but de cet exercice est de démontrer et expliquer le résultat suivant :

Théoréme 1 Soit « une fonction croissante sur Ry, telle que a(0) = 0, posons
10) = [ e da()
Ry

8t
- I(y) est convergente pour tout y > 0,
— t existe une constante C > 0 telle que limy_q -0 yI(y) = C,
alors
aft)

bm —2 = (.
t—too

Dans toute cette partie, nous supposerons que o est une fonction croissante sur Ry
telle que a(0) = 0.



Les premidres questions servent & définir précisément les termes du théordme, en particulier la
définition des « intégrales » f[a 5 O fR+ : lorsque l'on considerera des intégrales usuelles, elles
7

seront notées f; ou f0+°°.
1. On notera D 'ensemble des points de discontinuité de « : montrer que pour tout 7 € D on a

lim at)<a(r)< lm aft),

t—r T T, T

avec au moins 1'une de ces deux inégalités stricte.
Nous noterons désormais a(T — 0) et a7 4 0) ces deux limites.
Montrer que pour tout entier strictement positif n, le sous-ensemble D, des points 7 de D
tels que a(r + 0) — a(r — 0) > 1/n est an plus dénombrable. En déduire que « possede au
plus un nombre dénombrable de points de discontinuité.

2. On se donne désormais un segment [a, b, avec 0 < a < b < +o00. Soif g une fonction positive
continue sur [a, b]. Montrer que pour tout £ > 0 il existe deux fonctions f et h constantes par
morceaux, ¢ est-a-dire

Fo= D Flja el + ol
i=1

ho= Y Riljg el +halg),

i=1

ola=ay <o, < - <ap1<0g=>bet (fi,...,fn) € R" et (ha,..., hy) € R", fonctions
telles que
Vi€ [a,b], (£} < g() S A(T), e h(t) — F(t) <e.

3. Soit # une fonction continue croissante sur {a,b], f, g et I définies par la question précédente,
silon pose

FOdpy = > filBlw) — Blai)),
i1

[e.]

h() dot) = > hi(Ba;) — Blai-r)),

[, b} i=1
monfrer que

< £(8(b) — B(a)).

/ h(t) dp(t) — f S (@) dp(t)
fax,b] {a,b]

4. En déduire que 'on peut définir

f g(t) dB(E).
fa.b]

5. Considérons maintenant la fonction o restreinte 3 [a,b], et notons D = {1, 1 <k < N} l'en-
semble des points de discontinuité de a sur [a, ], (IV < oo car cet ensemble est dénombrable},
et notons Ay, = a(r, +0) — a(1g) et By = o) — a(rp — 0). Montrer que la fonction 4 définie

par
N

vt € [a,b], Bt) = a(t) = Y (Lgay () Ak + Ljq () (Ak + Bi) + L1y (7) Br)
k=1 i



est continue et croissante.
Cela nous permet de définir pour g une fonction continue positive sur [a, b}

N
f g(t) de(t) = f g()dB(t) + Zg(’fk)(Akija,er] () + Bl p(1x))-
[a,b] (a,b] | et

6. Regardons maintenant o sur R, montrer que 'on peut définir de méme I'intégrale

[ 9(t) da(t)
Ry

pour toute fonction g continue positive 4 support compact.
On dira que '

1)~ [ e dat
Ry
existe si et seulement si

lim e Y do(t) existe et est strictement inférieure 3 + oo.
e Jom)

7. Plagons nous maintenant dans les hypotheéses du théoréme 1. Considérons la fonction g définie
par : ,
glz) = = siz€ e, 1], g(z) = 0 sinon,

Montrer que pour tout € > 0, il existe deux polyndmes P et I tels que
Pi(z) < gz) < Py(z), Yz € [0,1],
1
f (Polz) — Di(z))dx <e.
0 .

8. Montrer que pour tout polyndme P,

+o0
im y f eV P(e V) daft) = C f e tP(e?) dt,
y—0y>0" R, 0

ol la constante ' est égale &

lim / e ¥ da(t).
y—~r07y>0y Ry 0

(On commencera par le montrer pour des mondmes P(t) = ", n € N.)

9. En déduire que

+o00
lm g [ V(e ) dat) = C f etg(e ) dt.
Ry 0

y—0,y>0

10. En calculant la valeur exacte de ce dernier terme, en déduire le théoréme 1.



Partie 11 : Résolution d’une équation différentielle avec retard

On suppose qu'il existe une fonction M définie sur R, telle que :
M(z) = 0 pour tout z dans [0, 1], (1)
2 f* '
1+E / M (t) dt pouar tout z > 0. (2)
0

Mz +1)

Le but de cette partie est d’obtenir le résultat suivant :

Théoréme 2 Lorsque z tend vers -too, M(z)/x tend vers la constante

+co CA
Cp:[ exp (—2] © du) dz.
0 0 u

1. Déterminer la fonction M sur [0,4], en donner une représentation graphique.

2. Montrer que pour tout z € R on a Pencadrement (z/2) < M{z) < &, en déduire que M est
croigsante.

3. Montrer que M est continue en tout point de Ry \ {1}, et qu’elle est dérivable en tout point
de B4\ {1,2}. ‘

4. Moutrer que pour tout x € Ry \ {0,1} on a

eM'(z+1) + M(z + 1) = 2M(z) + 1. (3)

On appellera ce type d’équation une équation différentielle avec retard.
5. Montrer que pour tout y > } Pintégrale fo"{"oo M{x)e ¥ dz converge, on notera ¢(y) sa valeur.

6. En multipliant (3) pat e ¥* et en intégrant sur R, monirer que ¢ est solution de ’équation

différentielle : 1

% (v d0) = )~ 2) - 3, (4)

avec une condition & Vinfini : ‘
li = .
Am ¢(w) (%)
7. Déterminer Péquation différenticlle satisfaite par Ia fonction w(y) = e¥¢(y). Montrer que
limy, 4 oo w(y) = 0. :

8. En déduire la fonction w. Montrer que ¢ est alors dounée par :

Py} = — exp (Qf du) dz, Yy > 0.
') Yy y U

fim - 9 +oo 2] e
oy {y) = /0 exp (—2 /0 ” du) dz.

On reconnait dans cette limite la constante Cp.

9. En déduire que




10. Posons afz) = M{z). Montrer que « satisfait les conditions du théoréme 1. Exprimer

R
f e Vida(t)
0

en fonction de ¢(y).
11. Utiliser le théoréme 1 pour en déduire que

lim M(z)

L~ ~00 x

= Cp.

Ceci conclut la preuve du théoréme 2.

" Partie III : Densité de parking

On suppose que des voitures de longueur 1 se garent au hasard le long d’un trottoir de longueur
z = 0. Aucun accident ne peut avoir lieu (pas de recouvrement des voitures). Montrer que le nombre
moyen M (z) de voitures pouvant se garer dans cette rue est solution du systéme (1, 2).

Déduire des questions précédentes que Cp est la densité moyenne de voitures par unité de longueur
de trottoir pour une rue de longueur infinie.



