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Notations

Dans tout le probléme, on notera C I’ensemble des fonctions réelles définies
sur [0,1] et continues par morceaux. On rappelle que g € C signifie qu’il
existe une subdivision de [0,1], {0 = z; < --- < zy = 1} telle que pour
i€ {1,.---,N—1}, g soit continue sur chaque intervalle de la forme |z;, z;1],
et qu’en plus g admette des limites finies g(z; + 0) et g(z;41 — 0) & gauche et
a droite de chacun de ces intervalles.

Par ailleurs, on définit D I'’ensemble des fonctions réelles f continues sur
[0,1] et de classe C! par morceaux. Cela signifie qu'il existe une subdivision
de [0,1], {0 = z; < --- < zy = 1} telle que pour i € {1,---,N — 1}, f soit
continiiment dérivable sur chaque intervalle de la forme ]z;, z;11[, et qu’en
plus f’ admette des limites finies f'(x;+0) et f'(z;+1 —0) & gauche et & droite
de chacun de ces intervalles.

Dans ces deux cas la partition {0 = z; < -+ < zy = 1} de [0,1] est
appelée partition subordonnée & f (ou a g). On remarquera qu’il n'y a pas
qu’une seule partition subordonnée & une fonction f donnée.

Enfin, on note Dy = {u € D tel que u(0) = u(1) = 0}.

Partie 1

1.a Soit f € D. Démontrer qu’il existe g € C telle que
Ve e 01, f(a) = f0)+ | g(s)ds )
0

Réciproquement, montrer que si g € C, la fonction f définie par

vz € [0,1), f(z) = /0 * 9(s) ds,

est un élément de D.

1.b Soient f € D et g € C vérifiant (1). Montrer que si I’on note {z1, -+, zn}
une partition subordonnée a f, alors g est définie de maniére unique sur
UM s, zi41[. Dans toute la suite du probleme, une fonction g € C vérifiant



(1) sera appelée une dérivée de f. Pour f € D, on désignera par f’ une
dérivée de f.

1.c Montrer que si f; et f; sont deux fonctions de D possédant respectivement
des dérivées g, et g, alors le produit f; f> appartient & D et admet f; g2+ fogn
pour dérivée.

2. Soit g € C. Démontrer que
2

[ oararz ([ swar)

Montrer aussi qu’il y a égalité si et seulement si il existe une constante C
telle que g(z) = C sauf éventuellement en un nombre fini de points z de
[0,1].

3. Soit g € C. Montrer que la fonction f définie par
Vz € 0,1], f(z) = /Oxg(s) ds — :r/olg(s) ds,
appartient a l’ensemble Dj.
4. Soit g € C, démontrer que g vérifie
V6 € Dy, /01 g(8)#'(s)ds =0

si et seulement si il existe une constante C telle que g(z) = C sauf éventuellement
en un nombre fini de points z de [0, 1].

5. Soient f, g € C vérifiant
1
V8 € Dy, / (f(s)0'(s) + g(s)8(s)) ds = 0.
0

Montrer qu’alors il existe f € D telle que f coincide avec f sauf éventuellement
en un nombre fini de points et que

vz € [0,1], f(z) = f(0) +/Ozg(s) ds.

Observer que si de plus g € C°([0, 1]) alors f € C*([0, 1]).
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Partie 11

Pour tout u € Dy et tout A € R**, on note

By(u) = / (@) dz+ / (1 - (u(@))?)? de.

1. Montrer que Ej(u) est bien définie pour u € Dy et qu’en particulier sa
valeur ne dépend pas du choix possible de u’ parmi les dérivées de wu.

A partir de maintenant, et jusqu’a la fin du probléme, on admettra que
pour tout A € R**, le probléme de minimisation

min E)(u), (2)

u€Dg

a au moins une solution que I’on notera u,. Ainsi, u, vérifie

uy € Dy,
Yv € Dy, E,\(U) > E,\(u,\).

Le but du probleme est d’étudier u) et en particulier son comportement
lorsque A tend vers +o00.

2.a Soit ¥ € Dy. Montrer que

im 2 ted) = Bw) _ / ()8 ()= A (1= (ua(2)))ur (&) () de

e—0 et e#£0 €

2.b En déduire que u, vérifie

Vi € Do, /0 (@) (2) = M1 - (i (@) ua@)d(@) dz = 0. (3)

2.c Montrer que u), coincide avec une fonction continue sauf éventuellement
en un nombre fini de points. En déduire que u, est en fait de classe C! et
que sa dérivée au sens classique vérifie encore (3). Montrer enfin que u, est
de classe C? et vérifie I’équation différentielle

—uj(z) = M1 = (ua(2))*)ua(2),



sur ]0, 1], puis que u) est de classe C* sur ]0, 1[.

2.d Montrer qu'il existe une constante C) € R telle que

Ve €011, (4(a))? = 5 ((wa@))? ~ 1) = Cs).

2.e Montrer que C) € [0, 1]. Montrer ensuite que

vz € [0,1], ua(z)? < 1.

3. En considérant, pour 0 < € < 3, la fonction v(x) définie par

g si z € [0,¢],
v(z) ={ lsiz€le,1—¢,

_xsixe[l—e,l],

montrer qu’il existe une constante C indépendante de A telle que pour tout

A suffisamment grand,
Ex(uy) < CVA.

En constatant que pour tout u € Dy, Ex(u) = Ex(—u), en déduire qu'’il
existe \g > 0 tel que pour A > ), la solution uy du probléme de minimisation
(2) n’est pas unique.

4.a Montrer que si I'on pose ¢y = uZ, alors

1
Jim_ /0 (6a(z) — 1)2dz = 0.

4.b Soit py = maxze(o,1) |ua(z)|. Montrer que

(12— 1) < /0 (6a(z) — 1) dz,

puis que

,\E{Poo = L
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Partie 111

Dans cette partie, on considére une famille de fonctions (vy)x>o de Dy vérifiant
3C >0, VA >0, Ex(vy) < CVA.
1. Justifier le fait qu’une telle famille existe.
2. Montrer que pour tous z,y € R et Ve > 0,
ex? + éyz > 2zy.

En déduire que

Bow 23 [ @A i)l

3. On pose 7, = maXzep, |vA(Z)|, et on définit la fonction F' de R* dans

R* par
93
F6) f—— si0<h<1,
= 3
§+%——0 sif>1.

En constatant que F est de classe C! sur R* et que
Vo € R*, F'(6) = |1 — 67,

montrer que

Ex(vy) > V2AF(m).

4. Déduire des questions précédentes que

lim inf Ex(w) > 2\/5.
Ao—+00 A> Ao \/X 3




Partie IV

1. Résoudre I'équation différentielle

—¢"(z) = (1 — ¥*(z))y(z) pour tout z € R,
{ ¥(0) =0,
v'(0) = 7.
Vérifier que

lim ¥(z) =1.

T—+400

2. On pose pour 3 > & >0,

v (%), sios:cs%,
Ve(z) =

ou 9P est la solution de la question précédente.
Calculer E)(ve). Montrer en choisissant convenablement € que

i Ey(uy) 2v2
im = = )
A—+o00 \/X 3

3. On considére une subdivision de [0,1] de la forme 0 = 2; < 25 < -+- <
Zy—1 < zy = 1. Sur cette subdivision, on définit la fonction U par

Vn € {1,- -, N — 1}, U'[zn,z..+1[ =(-1)",
U(l) = lir?_ U(z).
On consideére enfin une famille de fonctions Uy vérifiant

VA >0, Uy € Dy,
3C>0,VA> 0,E\(Us) < CVA, (4)
Vn e {1,---,N =1}, Vz €]z, Tn41], ,\liT Ux(z) = U(x).

—+00

3.a Montrer qu'une telle famille existe.

3.b Montrer que

.. EU) _2(N=-1)V2
>
/\ol-l—g-loo z\lél/{o \/X - 3 )

6
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3.c Construire une famille de fonctions V) vérifiant les hypotheses (4) telle
que
5 E\(h) _ 2(N -1)v2
im = .
A—+00 \/X 3






