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ATTENTION !

à l’emplacement prévu sur votre fiche réponse
N’oubliez en aucun cas de recopier votre u0

���������	

��� ����� ��	
� ��� ������ � ����� u0 ��� ������� ������� � ��� ����������� ���
������� �������� ��� �����
���� ������� �� ������ ���� ����� ��� 
� ���� ������
������ � 
� � �� ������ � 
� � �� ������ ���� �������� � ���� ���! ����� �������� ��
�����"�� ��� � �!���
� ��� ������� �������� ���� � ũ0 �������
��� #������� ��� �����
���� ���� �� ��� ��� ���� ���� � ��
�� ���� ������ ����� �������$%� &���� ����
��� ������� � ���� ����� � ������� 
� ����
��� �� ��� ���������� � 
�� ������ ���� ũ0

�� 
��� �� u0� '��� �������� ��� ������� #����������� � ����� u0% ��� 
� ������ ��
���� 
� �������� � 
��!�������� � 
� � �� 
���������

( �� ��� ������ 
� ������ ���
� �� 
��!���� 
������ 
� ���������� ��� �
��������
��� �������� ���� ���� �������� �� ���������� �� ��)� ������������ ������ ��
�������� '��� � ���� � ���� ��� �������� 
� ���� �� ��� ����������$
*��� � ������ 
� ����
�!��� � ����� �� � ������� ��� �
�������� � ������
��� �����"��� n� � ������ 
������ �� ������� � ������ �� �����"���� ��� �!���
�+
O(n2)� O(n log n)����
,
 ��� ��������� �� �������� ��� 
���� ��� ���������� ��� �� ������� ��
���� ���
�����"���� �� �� ������ ��� �����	

�� ��� ��� ����� ���
���� ��� ���� 	����

������� ���	�	���
��� � �	 
	� �� ��� � ��	�� �� �	 ���� ������� ����

������ �� 	������ (�� �
 ��� ��������� �� 
��� 
�������
��� �� ����� ���� ��
�������� �� ���-������ 
�� 	�� ����! �� ���������� �� ����� �"� 
� ��	���
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�����	� ���� ������ �	 ���������	� �� ������	 
	� �����	� 	� ������������	� ��
����������	� 	��	 �	�� � ������	� 
	� ������	� 
	���� ���	����� ��	� � 	�������	�	��

��� �� �	 ����� � ��� �	 �������	�	�� 
	 ������	 	����	� ��� 	�	���	 � �������	�
��	��	��	�	�� ��� ���	�������� !� � ����� �"���	 � 
	� �	� �����������	� �� 
	� ���	��
�	�� �	 
	� ����	� � 
	� �����	��
#	 ��	� ����
	 
	� �	� 
	 ����	� ���� 
�"��	��	�� �	 ��	��	�� 	� �����	 $ 	�� �� 
	�
����	� ������	� �����	��� ����� �	 �� �����	 % ����
	 � �	 
	 �����	�� 
�����
 
���
�	 ��� �����	 
	 �� 
��	����� �� ��� 	� 
��	����� �����	�	� #	� 
	� �����	� ����
��
��	�
���	��

� �������
�� ������������
�

#����
����� �� ���	 	�����	 (un) 
�&��	 ��� n ≥ 0 ��� '

un =

{
����� �� �� �������� 	
� ����� ���� �� n = 0

15 731× un−1 mod 32 003 �� n ≥ 1

!� ��� �����(� � �������	� 
��� � ����	� �	� �	��	� 
	 �� ���	 (un) ��� �	� n ������

	 0 � 32 000�

�������� 	 ������ ���� ��� 	
����� �� �� u1 000 �� u10 000 �� �� u30 000 �

�� ���	 (un) �� �����	���� (��	 ������	 ��� 
�&��� �	 �	�������� pk,n �� k̄ =
{0, . . . , k − 1}�
)��� trk,i : k̄ → k̄ �� ������������� ���	��	�������� �	� ����	��� 
���
��	� u2i−1 mod k 	�
u2i mod k� �� �	�������� pk,n 	�� 
�&��	 ��� ��������� 
	� �������������� trk,i '

pk,n = trk,n ◦ trk,n−1 ◦ . . . ◦ trk,1

�������� 
 ������� ���� ��� 	
����� �� �� p100,500(50) �� p1 000,5 000(500) �� ��
p3 000,15 000(1 500) �

� �� �� 	������ ��� �� ����

*� ������ 
�� �	 �� �	 ��	 �� � ����	 ������	 �����	� 
	 ���	� h ≥ 1� #	� ����	
H 	�� �������� 
	 2h+1 − 1 ����	�� 
������� ��� 
	� ���� ������	� 
	 ����	� � ���
h ������ 
	� ������	� 0 	� 1� �� �����	 	�� �	 ��� ��
	 ε� +�� ��� ����	� u� ��	�
����	�(u) < h� ��� &�� ����	 	�� �	 ����	� u.0 	� ��� &�� 
���� 	�� �	 ����	� u.1� �	�
�	���	� ���� �	� 2h ����	�� 
������� ��� �	� ���� ������	� 
	 ����	� 	����	�	�� h�
�	 �	 �	 ��	 	� ��������� 
	� ���	��� ���	 � ��	� �� �	���	� 
	 H� �� ���	�

�� ����	� ���	��	 
	 H 	�� �������� 
	� ���	�� 
	 �	� 
	� &��� ����	 
�&�� ��� ��
����	 ������	 '

, - %
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� ��� �� ���� ��� ���� �������� ������ �� �	���� �� ����� �� 	 ������ ������ 	�� ����		��
�� H ���� �������� ������ �������� � ����� 	� �������� �	 ���� ������� ��� ����		� u ��
H� �	��� ���� 	��� �������� � ����� ����		� ��� ���	���� �	�� �� ������ ������ ���� �����
� ������� �� ���������� ��� ���� ����		� ������ ������� � 	���		� �	��� �������� ���
���	���� �� ���� �� ������

 ����� ���� �� ���� 	��� ��� ���� �������  ����� �	��� ���� ���� ��� ���	���
 ��� �������� � ������ 	�� ����		�� �� H� ������ ���� ���� 	 ����� ��� ��	�����
�����!�!���� ����		� ����� �� ������� 	��� ����	 ����� � ����� ��� ����		� �������
"� �����	� �� ����� ���� h = 2 ��� ����� ��!��������

Alice gagne la partie
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Alice joue Rouge

Robert joue 0 Robert joue 1

Alice joue Bleu

Robert joue 3

Alice joue Bleu

Robert joue 2

Alice joue Rouge

#��� ���� ���������� 	� �������� �� ���� ��������� ��� ������ �� �	��� ������ 	������!
���� ��� �� ���� �� ������ h� 
 ����		� ������� �� ������ � ���� i� 0 ≤ i < 2h ��� 	
����		� ������ p2h,5·2h(i)� �� ��������� 	�� ����		�� �� ����� � ������� 
 ���	��� �������
�� �	��� ��� ��$��� � 	���� �� 	 ����� (un) % � ���� i� �	��� ���� ����� �� u10·2h+i+1 ���
��� �� �	�� ������

�������� 	 ���������� 	
� ��� �� ����� �� �� �
���� �
 ������� ��
� ��
� ��
� ���

����
�� �� h �
������� � �� h = 4� �� h = 6� �� h = 8� �� h = 10�

&�������� �������� ����	��� ���� �� �'�� �����	�� (� ����� �	������� ������ ���
�	���� ������ �����'��� ����	 ���� � ����� ����� �	 �� ������ �� 	� ��� ����� �� ���������
���� �	���� �����!�!���� ����	 ������ ��� �������� ����� ����� �	��� � ���� �����
������  ������ ����)!	� � ���������� ������� �	��� ��* ����� ���� ������ +��� 		�)
������ �� �������� ��� � �	��	�� 	�� ����� ���	���� �� ������� �� ����� �� �������
��$��� �� 	 ���������� p2h,5·2h � ,� �������� ����	��� �� ���� �	�� ��� ���� ��	
��� ���	����� ���������� �����!�!���� ��� ����� ����� ���������� � ������ �� �����
�������	������ -�� 	�� ����� ��� �	��� ���� �������� 	 ���	��� ������
,� �������� ����� ��	����� ����� ��������� ����� ���$������� �������	� ��������
��� ����!����� ����	.������ ��	���� �� �� ������ �	����� /��� ������ ��	��� ��������
� �� �� ��� ����!������

0 1 2



�������� 	 ������ ��� ��	
� ������ 
�	� ��� h �������� ��	��� ���� � �� h = 4� �� h = 6�
�� h = 8 �� h = 10� �� ������� ��������� �� ������ �� ���� �� ���� � ��	� ��	�� ��	�

���� �� �	����

�������� 	 
�������� ���
��� ���� � ��������	 �
 ��	
���� �
��
��� ��������
��
����	 ��
���	����� ��� �� ���	� 
���� ��� �
 ��	����	� �� ������ �������� �������	
�
 ��������� �� ������

� ���� ��� �	
���� �����

��� ��� ��	
��

�� ��� ��� ����	�� �
		� �� ����  ���� �����	�! ����� �� "���	�� �
 ���#��	
���� �����
��
�� ��� ��� �� �����	 �
��	�� v0� "���	� ���� �� �	����	� �� ���� ������	 �� �
		 ��� ���!
c0 ��$	���	 �� �
�  v0� �
 ���#��	
���� 
������� ��� v1 = v0− c0� ����� ���� �
�����
��
����	 �� ��������
�� �� �
		 ��� ��� c1 ≤ v1� �
 �������� ���#��	
���� ��� v2 = v1 − c1!
�� 
���� �� ������ %�
�� �
 ���#��	
���� ���	
��� vi ��� �����! �� �����	 ���
�� ����	 

��	��� &��	 ��
��� ��� �����	�! ���������$ ��� ���� �� $�	��	 ��
���	�
�	�  �����	 ����	
�
�� �
 ���#��	
���� ������

&
	 �������! ������	��� �� ��� ������'
��  40� "���	� ���� ����	 1! 4! 9! 16! 25 ��
36� �� ������� 25� �
 �������� ���#��	
���� ��� 15� ����� ���� �
�����
�� ����	 1! 4 ��
9� ���� ������� 4� �
 ���#��	
���� ��� �
�����
�� 11� "���	� 
 �� ����� ���	� 1! 4 �� 9�
�� ������� 9� �
�� �
 ���#��	
���� 2! ����� �� ���� ����	 ��� 1� "���	� ���� �
�����
��
����	 1  ��� ���	� ����� 
 ��	���

�� 
�
���
�� �
 �
	���! �� �� ������
�� ��� "���	� ���� �� �
��(	� �����
��! �� ��
��	'���
�������� �� ���� �
���	� )� ����� �
� �� �
� �� ���� ��� ����	�� �����
��� �� ������'
��
�� ���  15! "���	� ��
 �
� �� ��	
���� �
��
����

�� ��� 
�� �� ����	�	 ��� ��
��� �������� ��� ���� �
��
��� ���� ��	�
��� ���	 �� �����	

�
�� �
 �
��� �� ���� �� ������ ��� ��	
���� �������������! �����* *��	� ���� ��� �����
���� ���������� $������� �� �
 ���������

+� �����	����	
 �
�� �� �	����	 �����  �
 ��	
���� �
���
�� �������
��  ����	! �
�� ���
��������� �
��
����! �� ���� �	
�� �
		 
���	
�� �
 ������	�� &��	 ��� ��������� ��	�
����!
�� ������	
 �� ����	 1�

�������� 
 ���������� �� un ��� 	�� 
������� �������� �	 
�������� �� ����	� �	 ��	


� ��	�� ���� ����� 
�������� �� �� ������ �� ��	
� ������� � ��	��� �� �	

����� �	� ���

��	� ��	�	�� �

���	��� �� ��������� ��������� �� 
������ �� n = 100� �� n = 200� ��
n = 300� �� n = 400 �� �� n = 500�

+� ���� �����	����	  ��� ��	
����� �������
�� ��� $�������� �� ��,�! �
	 ������� ��
����	� �� ����� 	���
��  ����	� ����� �� �����	 �
�� ��� �������� �
��
��� ���	���	

 ��������	 �� ����	� �� ����� 	���
��  ����	! 
��	� ��� �� �����	 ��	 ��� ��������
��	�
��� ���	���	
  �
������	 �� ����	� �� ������ ���	� �������	� ����� 
���	
�� �

��	���
���� �
�� �� �-�� ����	� �� �����! �� �	���	
 ����� ��� ��� �� ���� �	
��! ��
��
�� ��� �
�� ��� �������� �
��
���! �� �� ���� ����� 
��	������
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�������� 	 �� ��������� 	
������	�� ��� ��������� ��� ���� �������� ��������� 	�
������ �� ����� �������� �� 	� ���� � ������ ���� 	�� ��������� ��������� � �� u100� �� u200�
�� u300� �� u400 �� �� u500�

�������� 	 
�������� ���
��� ���� � ��������� �	��
������ ������� ���� ��������
��� ������
��� ������� �� ��������� ������ ��� �� ��������� �� ���� �

��� ��� �� ��	�
���
 ���������

�� ��� ��� ������ ������ ���� ���� 
��������� � �� �������� n �� ������� ��� ���
������� ��� �������� �	������� �������� �v �� �������� n� �� ���� �������� ����� � �������
��� ��������� i ∈ {0 . . . n− 1} �� �� ����� c ��� ��� �� ��!������ �� �
�� � �1i · �v �" �1i

��� �� ������� ����� ����� �� ��������� i� �� �������� �������� ��� �� ������� �v′ = �v−c ·�1i�
#����� ���� �� ������ �� ��� ���� ������� $���� �� #����� ������ � ���� �� �%��� ��
������ &�� �� ���� ����� � ������ '� ������� ��� ��������� ��������� ��� ��������
�un,m,k = (um mod k, um+1 mod k, . . . , um+n−1 mod k)�
(�� ���� �� ��� �� �������� 1 �� ���� ��)��� ��� ������
�� ������� * �� ������ ����
��� �������� 
�
����� ��������� � ������� �� ����� �� ����� ������� � ����� �����
&�� �� ������ ��� ��� �������� �������� ��������� � �� �������� +���� ��������� �����
�������� �� ���������� ���� �� �� ����� �� ����� �� ������� ����� �,��� �� ����

���� c &���� �� ��� ���� ��� �������� 
�
����� �� �� ���� ����� c ��������� +� ���
�	�
����� ��� ������ �� ������� �������� �� ���� �,��� �� ���� ����� i�
-��� ���
�����. �� ������ �� �� ������
�� ������� ���� �� �������� n = 2�

�������� 
 ��������� �� 	�� ��������� ��������� ���� ��������� �� ��������� � ��
�u2,100,30� �� �u2,200,100� �� �u2,300,300 �� �� �u2,400,1000� �� ���������� ��	����� 	� ������ ��
����� ������� � ������ �� 	� ���� � ����� ����������� i� ���� c� ���� ��� ����������

�������� 	 
�������� ���
��� ���� � ��������� �	��
������ ������� ���� ��������
�� ������
�� �������� ������ ��� �� ��������� �� ���� �� �� ����� �
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Robert, tour 13

Robert, tour 59

Robert, tour 239

Robert, tour 841

Gagnante, 11025, 15

Gagnante, 11025, 7

Gagnante, 19600, 5

Gagnante, 16900, 7

Gagnante, 7569, 9

6241, 51

11025, 27

19600, 43

16900, 19

7569, 13

Gagnante, 1, 16, 9

Gagnante, 1, 36, 15

Gagnante, 1, 289, 17

Perdante, 1, 9, 34
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