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Notations

Dans tout le probléme N € N* est fixé. On note R(z) et I(z) les parties réelles et

imaginaires d’'un nombre complexe z € C, (.,.) le produit scalaire et ||.|| la norme usuels
sur CV,
X1 Y
— Xs Y, N
(X,Y) :=> XYk, ||X]:=+/(X,X), pourtous X = Y = e CV.
XN Yn

On note My (C) ’ensemble des matrices carrées de taille N, & coefficients complexes,
M = (Mi;)1<ij<N-

Pour M € Mn(C), on note M* I'adjoint de M, c’est-a-dire la matrice M* = (M;;)1<ij,<n
définie par
M::j = Mj,i7 pour tout 'L,] € {17 ;N}

On a alors, pour tous X,Y € CN, M € My(C),

(X,Y)=T7,X), (MX,Y)=(X,M*Y), (X,MY)=(M*X,Y).

On dit que M est hermitienne lorsque M* = M et que M est antihermitienne lorsque
M* = —M. On note Iy la matrice identité de taille N et |.|| la norme sur My(C)
subordonnée & la norme ||.||, c’est-a-dire

M) := Sup{| MX]|; X € CV, | X| < 1}.

Pour M € Mp(C), on note exp(M) 'exponentielle de M, c’est-a-dire la matrice définie
par

= 1
exp(M) := ZEMIC
k=0""

Lorsque f : R — C est continue et 27 périodique, on note (cx(f))rez la suite de ses
coefficients de Fourier, qui sont les nombres complexes définis par

1 2T )
ck(f) == o7 J, f(®)e~*tdt, pour tout k € Z.

Lorsque F : R — CV est continue et 27 périodique, on note (cy(F))kez la suite de ses
coefficients de Fourier, qui sont les vecteurs de CV définis par

Ck(Fl)

Ck(Fg)

cx(F) == , pour tout k € Z,

Ck(%N)



ou Fy,...,Fy : R — C sont les composantes de F', c’est-a-dire

Fi(t)

, pour tout ¢t € R.
Fn(t)

Les sommes infinies indexées par Z sont 4 comprendre comme la somme de deux sommes

infinies indexées par N,
+00 +00
YIER SERD pes
kezZ k=0 k=1

La série indexée par Z converge lorsque les deux séries indexées par N ou N* convergent et
on a alors 1’égalité précédente.

Les parties ne sont pas indépendantes. Les résultats de questions non traitées peuvent
étre admis et utilisés dans les réponses aux questions suivantes, mais cela doit étre claire-
ment indiqué dans la copie.

Partie I

Dans cette partie, on fixe un entier n > 2 et n nombres complexes A, ..., A, € C deux
4 deux distincts.

1. On définit le déterminant V(Aq, ..., Ap) par

V()\l, veey )\n) = )\1 )‘2 . )‘n—l /\n
R L
(a) Montrer que
1 1 1
0 A2 — A\ D W ¥
VLA =] 0 (Ge=A)h2 . (=AM
0 M= A2 . (A= A)An2

(b) En déduire que
VO, adn) = [ Qe =N).

1<j<k<n
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2. Soit T > 0. Pour k € {1, ...,n}, on définit la fonction fy par

fk: [O,T] — C
t o et

Déduire de la question précédente que la famille (fi, ..., f) est libre sur C.

Partie 11

Dans cette partie, on fixe deux matrices A, B € My(C). Le but de cette partie est
d’étudier les relations entre les énoncés [a], [b], [c] et [d] suivants.

[a] : Il n’y a pas de vecteur propre de A dans le noyau de B.

[b] : Pour tout y € C — {0}, I'application suivante n’est pas identiquement nulle,

0,400 — cN
t — Bexp(At)y.

[c] : Pour tout y € CN — {0}, il existe k € {0,..., N — 1} tel que BAFy £ 0.

[d] : La matrice rectangulaire K de taille N2 x N définie ci-dessous est de rang N,

B

K= BA

pai-

[um—y

. On suppose que I’énoncé [c] est vérifie. Démontrer 1’énoncé [d].

[\Y)

. On suppose que ’énoncé [d] est vérifié. Démontrer 1’énoncé [a].

©

(a) Montrer que, pour tout k£ > N il existe un polyndme P, € C[X] de degré
inférieur ou égal & (N — 1) tel que A* = P;(A).

(b) On suppose que ’énoncé [b] est vérifié. Démontrer 1’énoncé [c].

I

. On suppose que A est diagonalisable sur C et que I’énoncé [a] est vérifié. En utilisant
la question 2 de la Partie I, démontrer 1’énoncé [b].

ot

. Quelle relation entre les énoncés [a], [b], [c], [d] peut-on en déduire?



Partie IT1

Dans cette partie, on fixe deux matrices A, B € My(C) et un vecteur Xy € CV. On
suppose que A est antihermitienne. On admettra que A est diagonalisable sur C.

1. Montrer que R(AX, X) = 0 pour tout X € CV et que les valeurs propres de A sont
imaginaires pures.

2. Montrer qu’il existe une unique fonction X € C([0, +oo[, CV) solution de I’équation

différentielle ix
2X (1) = (A — B*B)X(t), ¥t € [0, o0, "
X (0) = Xp.

Donner son expression explicite, en utilisant 1’exponentielle de matrice.

3. Montrer que P
ZIXOI? = -21BX(®)]*, ¥t € [0, +00[.

En déduire que I'application t € [0,4+00) — || X (¢)||* est décroissante et que, pour
tout ¢ € [0, 4+00),
I exp[(A — B*B)t]|| < 1.

4. Montrer que I'application ¢ — || X (t)|| admet une limite L € [0, || Xo||] quand t — +o0.

5. On suppose que A et B vérifient la propriété [a] (cf Partie II) et que t — || X (¢)]?
est constante.

(a) Montrer que BX(t) = 0 pour tout t € [0, +00].
(b) Montrer que Xo = 0. En déduire que L = 0.

6. On suppose que A et B vérifient la propriété [a] (cf Partie II). Soit (tx)ken une suite
de nombres réels dans [0, +0o] telle que limg_y 4o tx = +00.

(a) Montrer qu'il existe une application ¢ : N — N strictement croissante telle que
la suite (X (¢,(k)))keN converge vers un point & de CV.
e(k)

(b) On considére la solution ¢ € C([0, +oo[, CV) de 1’équation différentielle

{ L (t) = (A— B*B)(t), ¥t € [0, +00],
£(0) = &o.

Montrer que, pour tout ¢ € [0,+00], on a
Jm X (o) +1) = €(2).
(c) En déduire que ||£(¢)|| = L,Vt € [0,+00] et que L = 0.

7. On suppose que A et B vérifient la propriété [a] (cf Partie II).

(a) Déduire des questions précédentes que

Il exp[(A — B*B)t]|| — 0, quand t — +o0. (2)
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(b) Soient A1, ..., A, les valeurs propres de M := (A—B*B) (deux & deux distinctes).
Montrer que R(Ax) < 0 pour k=1, ...,n.

(c) Montrer qu'il existe des constantes K > 0 et ¢ > 0 telles que, pour tout ¢ €
[0, +o0],
I exp[(A - B*B)t]|| < Ke™.

Indication : On pourra admettre la décomposition
CN = Ker[(M — M IN)™] & ... ® Ker[(M — A\ IN)™]

ot my, ...,my, sont des entiers > 1 et montrer que, pour Y € Ker[(M—\IN)™*],
on a exp(Mt)Y = e tQy(t)Y ot Qi(t) est un polynéme en t, G valeurs matri-
cielles, indépendant de Y .

8. Si A et B ne vérifient pas la propriété [a] (cf Partie II), a-t-on toujours la convergence
(2)?

Partie IV

Dans cette partie, on fixe deux matrices A, B € My(C). On suppose que A est her-
mitienne et que A et B vérifient la propriété [a] (cf Partie II). On admettra que A est
diagonalisable sur C. On fixe également une application wg : R — CV, de classe C?, 27-
périodique, telle que co(wp) = 0.

1. Montrer que ¢A est antihermitienne.

2. Montrer que, pour tout k € Z — {0}, on a

1 d2w0
Ck(’u}()) = —ﬁCk W .
En déduire que la série

> llkek(wo)ll

kez
converge.

3. Montrer que I’expression

w(t,z) =Y _ exp|(ikA — B*B)t]cx(wo)e’* (3)
k€eZ



définit une fonction w : [0, +0o[xR — C¥ dérivable par rapport 4 t et par rapport a
T qui vérifie

( %r’;’(t,m) = A% (t,z) — B*Bu(t,z),V(t, ) € [0,+00[xR,
w(t,z) = w(t,z+27),V(t,z) € [0, +00[xR,

Ozww(t,x)dx =0,Vt € [0, +00],

[ w(0,2) = wo(z),Vz € R.

4. Montrer que
2m

lim llw(t, z)|?dz = 0. (5)

t—400 0

Partie V

Dans cette partie, on fait les mémes hypothéses que dans la partie IV. On suppose de
plus que N = 2, c’est-a-dire que les matrices A et B sont de taille 2 x 2.

Le but de cette partie est de démontrer que la convergence (5) est exponentielle, c’est-
a-dire qu’il existe des constantes K, c > 0, ne dépendant que de A et B, telles que

([ twt.oipa)

1. Montrer qu’il existe des constantes C1,C2 > 0 ne dépendant que de A et B, telles
que, pour tout Y € CV,

1/2 1/2

2T
< Ke @ (/ ||w0(x)||2dm> ,Vt € [0, +00).
0

GllY|? < ||BY|? + | BAY|* < Ce||Y||*.
2. Pour k € Z — {0} et € > 0, on note Xj(t) := exp[(ikA — B*B)t]cx(wo) et

Ee,k: cN 5 R
Y = LeilY]:=|Y|?+ £S(BAY, BY).

(a) Quelle probléme de Cauchy résout Xy ?

(b) Montrer qu'il existe eg > 0 tel que, pour tout € €]0,&0[, pour tout k € Z — {0}
et pour tout Y € CV,

1 3
§§|l3’||2 < Lep(Y) < 55||5’||2.

(c) Soit € > 0 et k € Z — {0}. Montrer que la fonction

R — R
t > Ce,k[Xk(t)]

est dérivable et calculer sa dérivée.
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(d) Soit € €]0,¢0[ et k € Z — {0}. Montrer que, pour tout ¢ € [0, +-00[

dLe i [Xk(t)]

p7 < =2 BXk(t)||* — €| BAXk(t)||* + eCsl| Xk ()| BXk (1)),

ou C3 est une constante qui ne dépend que de A et B (par exemple, C3 =
IBAA| + ||BAB*B| + | BB*BA).

(e) Montrer qu’il existe &1 €]0,e0[ et C4 > 0 ne dépendant que de A et B tels que
pour tout € €]0,&1[ et pour tout k € Z — {0}

dLle k[ Xk (t
% < —€CaLe g [ Xk (1))
(f) En déduire que

Lo k[ Xk (t)] < L[ Xk (0)]e™5% Wt € [0, +00].

3. Déduire des questions précédentes qu’il existe des constantes K > 0 et ¢ > 0 telles
que, pour tout k € Z — {0} et pour tout ¢t € [0, +0o0],

IXe®)]] < Ke™*|lex(wo)ll-

4. Conclure.

Dans ce probléeme, on a démontré que, sous la condition de Kalman sur la paire de
matrices (A, B) (i.e. la propriété [d] de la Partie II), le systéme hyperbolique linéaire (4) est
hypocoercif : ses solutions ne vérifient pas forcément une inégalité de coercivité, c’est-a-dire

d
a”w(t)”% < —c||w(t)|\%,Vt € [0,+00), avec ¢ > 0,

(ot ||.||2 désigne la norme usuelle sur L(0,2m)) mais elles convergent néanmoins exponen-
tiellement vite vers zéro dans L?(0,27). La preuve de la convergence ezponentielle repose
sur la recherche d’une norme N, équivalente a la norme ||.||2, pour laquelle on a l'inégalité

N

o —cN[w(t)]?,Vt € [0,+00), avecc> 0.

Fin de I’épreuve





