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Notations

On note N I’ensemble des entiers naturels, Z I'anneau des entiers relatifs et C le corps

des nombres complexes. Si 0 < k£ < n sont des entiers, on pose :

(1) = e

Etant donné un entier n > 1, on note .#,(C) 'algébre des matrices carrées de taille n
a coefficients dans C, on note GL,(C) le groupe des matrices de ., (C) de déterminant

non nul et SL, (C) le sous-groupe de GL,,(C) formé des matrices de déterminant 1.

On note C[Xy,...,X,] l'algebre des fonctions polynémiales de C" dans C. Pour tout
ie{l,...,n}, X; désigne la fonction (zy,...,x,) — z;. Pour tout a = (ay, ..., ) € N,
on pose X* = X' X532 ... X%, La famille (X%)uen» est une base de C[Xj, ..., X,] comme

C-espace vectoriel.

Pour tout entier & > 0, on note C[Xy,...,X,]; P'ensemble des fonctions polynémiales
homogenes d’ordre k, c’est-a-dire des fonctions f € C[Xy,...,X,] telles qu'on ait f(A\z) =
M f(x) pour tout A € C et tout x € C™.

Soit un entier n > 1.
1. Montrer que C[Xj, ..., X,]o est composé des fonctions constantes sur C".

2. Montrer que, pour tout k > 0, 'ensemble C[X4, ..., X, ] est un sous-espace vectoriel

de dimension finie de C[X4,...,X,], et calculer sa dimension en fonction de n et k.
3. Montrer que C[Xy, ..., X,] est la somme directe des sous-espaces C[Xy, ..., X, |z, k& = 0.

4. Soit un entier m > 1, et soit u une application linéaire de C™ dans C".
4.a. Montrer que, pour tout f € C[Xy,...,X,], la fonction composée f ou appartient
a C[Xy,...,X,]
4.b. Montrer que I'application f — fow est une application linéaire de C[Xy, ..., X,]
dans C[Xy,...,X,,], et que c’est un isomorphisme si et seulement si u est un isomor-

phisme.
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Dans cette partie, on note ¥ le C-espace vectoriel des matrices symétriques de .#5(C).

Une fonction ® de ¥ dans C est dite polynomiale si la fonction :

(a,b,c) — ® <(Z i))

de C? dans C est polyndomiale. Pour toute matrice A € GLy(C), on note *A la transposée
de A.

1. Soit M € 7 inversible.
1.a. Déterminer 'ensemble des matrices diagonales de .#5(C) de la forme *AMA avec
A € GLy(C).
1.b. Déterminer I'ensemble des matrices diagonales de .#5(C) de la forme ‘AMA avec

A € SLy(C).

2. Soit ® une fonction polynomiale de ¥ dans C.
2.a. Montrer que, pour tout A € GLy(C), la fonction ®* de # dans C définie par :

dA M — ®(*AMA)

est polynomiale sur 7.
2.b. Montrer que la fonction de C dans C définie par :

(1)

3. Soit f une fonction polynomiale de C dans C. Montrer que la fonction ® = f odet est
polynomiale de ¥ dans C et vérifie ®* = & pour tout A € SLy(C).

est polynomiale sur C.

4. Montrer que toute fonction polynomiale de ¥ dans C est continue sur 7.

5. Soit ® une fonction polynémiale de ¥ dans C vérifiant ®* = ® pour tout A € SLy(C).

Montrer qu’il existe une unique fonction polynomiale f de C dans C telle que ® = fodet.
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Soit un entier n > 1. Un mondme de C[Xy,...,X,] est un élément de la forme AX®
avec A € C non nul et o € N*. Etant donnés o = (c1,..., ) et B =(B,...,0,) dans
N", on note :

a=<p
si a # (3, et si le premier coefficient non nul de 5 — « est strictement positif, ¢’est-a-dire
si le plus petit entier ¢ € {1,...,n} tel que f; # «; vérifie 5; — a; > 0. On note a < (5 si
I'on a soit a = 3, soit o < f.

1. Montrer que < est une relation d’ordre total sur N”.

2. Montrer que toute partie finie non vide de N™ possede un plus grand élément pour la

relation d’ordre <.
3. Soient «, 8,7 € N". Montrer que o < 3 si et seulement si a +v < 5+ 7.

4. Pour toute fonction f € C[Xj,...,X,] non nulle, on note deg(f) le plus grand oo € N”
pour la relation d’ordre < tel que le coefficient de f dans la base (X%)aenn s0it non nul,

qu’on appelle le degré de f. Montrer que, pour toutes f, g € C[Xj,...,X,] non nulles, on
a deg(fg) = deg(f) + deg(g).
5. Soit & > 1 un entier et soient f,by,...,b0 € C[Xy,...,X,] non nulles. Montrer qu’il

existe r,q1,...,qx € C[Xy,...,X,] vérifiant les deux conditions suivantes :
L f=bigi+ - +bpgp +7;
2. si r contient un monéme de degré o € N, alors pour tout entier i € {1,...,k} 'un

des coefficients de o — deg(b;) est strictement négatif.

6. Pour toute partie A de N, on note I(A) I'idéal de C[Xj, ..., X,] engendré par les X%,
a € A. Soit A une partie de N™.
6.a. Soit 3 € N". Montrer que X? € I(A) si et seulement s’il existe o € A tel quon
ait f —a € N™.
6.b. Soit f € C[Xy,...,X,]. Montrer que f € I(A) si et seulement si tous les monomes
de f appartiennent a I(A).
6.c. Montrer qu'il existe une partie finie Ag de A telle que I(Ag) = I(A).
7. Soit I un idéal de C[Xy,...,X,]. En considérant Iidéal engendré par les X48(/) pour

f € I non nuls, montrer qu’il existe une partie finie F de I qui engendre 1.
8. Soit (fk)r=0 une suite d’éléments de C[Xy,...,X,], et soit I I'idéal de C[Xy,...,X,)]
engendré par les fi, k > 0. Montrer qu’il existe un entier » > 0 tel que I soit engendré

par an--wfr-



IV

Soit un entier m > 0. On note %,, = C[U, V],, I'espace des fonctions polynomiales de

C? dans C qui sont homogenes d’ordre m. Pour chaque entier 7 € {0,...,m}, on note e;

(T) U™ 'V (u,v) = (T) u™ "

Les fonctions ey, e1, . . ., e, forment une base de 4,,. On identifiera %,, & C™! au moyen

la fonction polynomiale :

de cette base. Une fonction ¢ de %,, dans C sera donc dite polynomiale si la fonction :
(!E(),xl, e #Em) — O (95060 +x€1 + -0+ Imem)

de C™*! dans C est polynémiale. On note &,, = C[X,,...,X,,] lalgebre des fonctions
polynomiales de 4,, dans C. Enfin, si f € 4, et si :

A= (“ 2) e Ms(C),

on note f* la fonction de C? dans C définie par :

A (u,v) = f(A(u,v)) = flau + bv, cu + dv).

1. Soit A € %Q(C)
1.a. Montrer que I'application f — f* définit un endomorphisme linéaire de %,,.
1.b. Pour tout ® € &,,, on note ®* la fonction de %,, dans C définie par :

PN f s ().

Montrer que 'application ® — ®* définit un endomorphisme linéaire de &,,.

2. Pour tout k£ > 0, on note &, le sous-espace de &, composé des fonctions homogenes
d’ordre k. Montrer que, pour tout A € .#(C), Pendomorphisme ® > ®* laisse stable

chacun des sous-espaces &, 1, k > 0.

3. Soient des entiers k,p > 0. On note &, 1, le sous-espace de &, engendré par les X¥
avec v = (vg, ..., Um) € N tels que vg+ vy + -+ v = k et vy +2u + -+ - + My, = p.

Montrer que &, est la somme directe des &, 1, pour p = 0.

4



4. Pour tout i € {0, ..., m}, on note D; Papplication linéaire de &, dans &, de dérivation

par rapport a X;. On définit deux endomorphismes linéaires D et D’ de &, par :

—_

D(®) =) iX; 1 Di(®), D'(®) =Y (m —i)X;1Di(®)

i=1 )

3

I
o

pour tout ® € &,,. Soient des entiers £ > 0 et p > 0.
4.a. Montrer qu'on a D(&, kp+1) € Enkp €6 D' (Enkp) C Empti-
4.b. Montrer que, pour tout ® € &, ,, on a :

(DD’ — D'D)(®) = (mk — 2p)®.

4.c. Pour tout entier n > 0, on note respectivement D™ et D" les puissances n-iemes

des endomorphismes D et D’. Montrer que, pour tout entier r > 1 et tout ® € &, 1.,

on a :
(D'D’ — D'D)(®) = r(mk — 2p+r — 1)D" (D)

et :
(DD”’ — D’TD)(CD) = r(mk‘ —2p—r+ 1)D”"*1(<I)).

(1)

(2)

4.d. On suppose que mk — 2p = 0. Montrer que, pour tout ¢ € &, x,, on a D(®) =0

si et seulement si D'(®) = 0. (On pourra commencer par montrer que D et D" sont

des endomorphismes nilpotents de &, .)

5. Soit un entier k > 0, et soit ® € &, une fonction non nulle.

5.a. Montrer que ®* = ® pour toute matrice A de la forme :

A0 ., AeC,
0 M\t

si et seulement si mk est pair et ® € &, kmi/2-

5.b. Montrer que ®* = ® pour toute matrice A de la forme :

1
< u) , u€eC,
0 1
si et seulement si D(®) = 0.

5.c. Montrer que ®* = ® pour toute matrice A de la forme :

1 0
( ), v e C,
v 1

si et seulement si D'(®) = 0.



6. On note ., 'ensemble des fonctions ® € &, telles que ®* = ® pour tout A € SLy(C).
6.a. Montrer que .#, est a la fois un sous-anneau et un sous-espace vectoriel de &,,.

6.b. Montrer que .%,, est la somme directe des %, = &, N &, pour k > 0.

7. Soit un entier k > 0 tel que .#,, s, soit de dimension > 1.
7.a. Montrer que mk est pair et que %, est inclus dans &, i mk/2-
7.b. Montrer que, pour tout ® € %, . et tout A € GLy(C), on a ®* = det(A)™*/2d.

\'%

Une fonction ® de .#5(C) dans C est dite polynomiale si la fonction :

(a,b,c,d) — & ((i Z))

de C* dans C est polynomiale. On note & l'algebre des fonctions polynomiales de .#5(C)
dans C. On note D,, Dy, D., Dy les endomorphismes de dérivation par rapport a a, b, c,d
respectivement, et on pose :

0 =D,Daq — DyD,,

qui est un endomorphisme du C-espace vectoriel &2.

1. Soit G € & et soit B € GLy(C). On note F la fonction de .#5(C) dans C définie par
F: A~ G(AB). Montrer que F est polynomiale et que, pour tout A € .#5(C), on a :

Q(F)(A) = Q(G)(AB) det(B).

2. Soit ® € &, et soit un entier r > 0. Pour tout f € %,,, on définit une fonction G de
AMo(C) dans C par :
Gy A O(f*) det(A)". (3)
2.a. Soit f € %,,. Montrer que G; appartient a &.
2.b. Montrer qu’il y a un entier ¢ > r tel que, pour tout f € %,,, la fonction Q(Gy)
soit constante sur .#5(C), ot Q¢ désigne la puissance g-ieme de I’endomorphisme ).
2.c. Soit un entier ¢ > r tel que, pour tout f € %4,,, la fonction Q29(Gy) soit constante
sur .#5(C). Montrer que la fonction © de &, dans C définie par :

O f s QI(Gy)
appartient a .#,, et vérifie O(f*) = O(f) det(A)?" pour tout A € GLy(C).
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3. Soit un entier ¢ > 0 et soit G la fonction de .#5(C) dans C définie par G(A) = det(A)?.
Calculer Q9(G) en fonction de g.

4. Soit un entier k > 0, et soit ¥ € .#,, .. Montrer qu'il existe une fonction ® € &, et
des entiers 0 < r < ¢ tels que, pour tout f € %,,, la fonction Q9(Gy) soit constante sur
A5 (C) et de valeur ¥(f).

5. Soit un entier r > 1, soient Vq,...V, € .Z,, et soient ®,... P, € &, tels que :
\If:q)l\lfl—l-"'—'—q)r\ljr

appartienne a .#,,. Montrer qu’il existe II;,...1I, € .Z,, tels que ¥ = I, ¥; +--- + 11, W,.

6. Montrer qu’il existe un entier » > 1 et des fonctions ¥y, ...V, € .Z,, telles que, pour
toute fonction ¥ € .7, il existe f € C[Xy,...,X,] telle que ¥ = f(Uy,...,¥,).

FIN



