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Rappels de mathématique et physique :
* Moment dipolaire d'une distribution de charges ponctuelles :

D = En Q.,r,, avec 1, le vecteur position de la charge Q...

* Développement limité au premier ordre en & :
df(z - z.)

f(z-z,- 8)=f(z~2 ) - & {D1)
_ dz
*  On définit la transformée de Fourier :
i) = — [ #(z) & dz (T1)
2~

* Deux résultats concernant les intégrales a une dimension :

Zf(zn) = i— j f(z) dz pour z, = nA (R1)
7 of(z, w) Y '
i o du = - i f(z, w) du (R2)

On utilisera les valeurs suivantes pour les constantes physiques et unités de conversion

* la charge de l'électron : e~-16x10"C

* la masse de I'électron : m, =9 x 10* Kg

* la masse du proton ; m; = 1840 m,

* la masse du neutron : my ~ 1840 m,

* la constante de Planck : h=2nh=66x10%*]s

* 1meV=16x10%]
* 1A=10"pm=10"m



Un électron se déplagant au sein d’un cristal est perturbé par le mouvement des atomes.

On discutera l'interaction de I'électron avec les vibrations du réseau atomique,
dans le cadre d'un modéle classique idéalisé d'un cristal binaire unidimensionnel,

Un solide cristallin binaire est formé par l'arrangement périodique de deux atomes

différents A et B. Le cristal de NaCl et celui d’arséniure de gallium (GaAs) en sont
deux exemples. Dans les deux cas, on a un transfert de charge entre les atomes A
et B, qui acquiérent une charge effective q, = -e* et ¢y = +e* (e* >0 ce transfert
est important dans le NaCl et faible dans le GaAs).

A I'équilibre (T = 0K), les atomes A et B sont disposés en un arrangement périodique

de pas a, : X5 = X, + X, €6 Xgop =X, + X OU X, =N a, repere e n-eme nceud (ou
site) sur I'axe Ox et x, et X, sont les positions relatives des atomes A et B par
rapport 4 x,. On a ainsi un atome A et un atome B par nceud du réseau
périodique.  On choisira l'origine de laxe Ox de fagon a avoir X,
= - X, M/ (Mptm,) et Xp=Xg, M,/ (Mgtin,), OU Xpy =Xz-X, est la distance

d'équilibre entre les deux atomes et m, et my leurs masses (voir figure).
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A température non nulle, les atomes effectuent des oscillations de petite amplitude

autour de leurs positions d'équilibre. On notera x,(f) = Xup + u,,(t) et x,.(t) =

Xg + Ugg(t) les positions instantanées des deux atomes associés au n-eme site.

Partie I : Les vibrations du téseau cristallin. On discutera dans cette partie quelques

1.1)

1.2)

aspects de la dynamique des atomes dans le solide.

Rappeler l'expression de I'énergie cinétique des deux atomes associés au ™
neeud.

On définit M=my+m,, p=mym,/M et les coordonnées relative r,(t) =
Xgo(t) - X, (D) €t du centre-de-masse R (t) = [ myxg,() +my, X, (1) /M pour les
atomes du n®™ site. Montrer que l'on peut écrire 1,(t) =Xy, +9,(t) et



1.3)

1.4)

L5)

1.6)

1.7)

1.8)

1.9)

R (D) = x, + A(t), ot1 §,(1) et A (1) seront explicités. Interpréter physiquement & (t)
et A, (t) et montrer que ces grandeurs s'annulent quand le cristal est a I'équilibre.
Réécrire 1'énergie cinétique totale associée au n*™™ site en fonction des dérivées
temporelles des variables §_(t) et A_(t).

Dans un solide, les mouvements des atomes sont des "vibrations collectives”,
c'est-a-dire, tous les atomes oscillent avec la méme pulsation ® et les amplitudes
des oscillations des atomes de méme type ne sont pas indépendantes, mais
gardent un rapport de phase bien défini : wu,(t) =uy, cos(kx - wt) et
U, (t) = u,, cos(kx, - wt). Ecrire J (t) = §, cos(kx, - wt) et A (t) = A, cos(kx,_ - ot) et
expliciter les amplitudes 8, et A, en termes de ug et u,, Interpréter
physiquement la grandeur k.

On distingue dans un cristal binaire deux types de vibrations du réseau : les
vibrations "acoustiques” et les vibrations "optiques". Dans le premier cas, les
atomes A et B d'un méme site oscillent en phase (u,, = u,), tandis que dans le
second ces atomes oscillent en opposition de phase (m, u,, =-m;u, ). Evaluer
les amplitudes §, et A, dans chaque cas et montrer que ces deux types de
vibrations font intervenir une seule des coordonnées relative ou du centre-de-
masse des atomes. Schématiser le mouvement de l'ensemble des atomes du
réseau dans la limite k — 0 pour les deux types de vibrations et discuter
physiquement cette limite.

Quel est le rapport entre l'én'ergie totale d'un oscillateur harmonique et son
énergie cinétique. Ecrire I'énergie totale E; associée aux vibrations optiques des
atomes d'un site comme fonction de u, o et §, Quelle est 1'énergie E, des N
paires d'atomes ?

On définira la densité d'énergie p = E,/a, comme I'énergie totale de vibration des
atomes par unité de longueur. Donner I'amplitude d'oscillation comme fonction
de p pour les vibrations optiques.

En mécanique quantique, I'énergie totale E; est "quantifiée", c'est-a-dire,
Ey=p hw, ol 2 7 7 est la constante de Planck et p un entier positif représentant le
nombre de " quantum d'oscillation " (ou nombre de "phonons"). Trouver p et §,
comme forictions de p (on notera L = N a).

AN. Calculer §,/a, dans le cas d'un quantum d'oscillation (p = 1) dans un cristal
de GaAs de 5 pm de longueur. Paramétres pour le GaAs : a, = 5 A ; nombres de
masse Ag, =69 et A, =75 et vibration optique d'énergie Am = 36 meV. Discuter
ce résultat. Dans quel domaine speciral se trouvent les vibrations optiques du
GaAs ? On rappellera d'autres systémes atomiques présentant des vibrations
dans le méme domaine d'énergie. '



Partie I : Interaction électron - vibrations optiques dans le cristal. On s'intéressera dans

I1.1)

11.2)

11.3)

11.4)

I1.5)

cette partie a l'interaction d’un électron avec les atomes du cristal, qui apparait
quand ces atomes effectuent des vibrations optiques.

Montrer que le moment dipolaire des atomes du n®™ site s'écrit D_(t) =
Dy + C,e* § (), ol les constantes Dy, et C, seront explicitées.

Un électron présent a l'intérieur du cristal interagit de fagon électrostatique avec
l'ensemble des dipdles oscillants. Pour étudier ce couplage, on écrira I'énergie
potentielle d'interaction entre un électron (charge e < 0) placé au point x et une
particule de charge e* placée au point x* comme V_ (x-x*) = e e* A(x-x*), ot A
est une fonction paire : A(-z) :.A(z). Quelle est la dimension physique de A(x)?
Décrire son comportement asymptotique lorsque z — £ o ?

Ecrire I'expression de 1'énergie totale d'interaction VinanXXan) + Vi (x,) de
I'électron avec les deux atomes du n™™* nceud.

On utilisera (D1) pour montrer que la partie dynamique (c’est-a-dire, qui s’annule
lorsque les atomes sont au repos sur le réseau périodique) de 1'énergie totale
d'interaction peut s’écrire sous la forme VX% = C, e* §,(t) dA(x-x,) /dx , ol la
constante C, sera déterminée. Dans la suite, on utilisera 'expression de § (1) en
1.4.

L'énergie d'interaction totale vaut V, (xt) =2, VimX-X,).  Pour l'évaluer, on
utilisera initialement (R1) pour remplacer la somme sur les sites par une intégrale
sur I'espace (on supposera que la région d'intégration peut étre étendue a tout
Yespace). On utilisera ensuite (R2) et puis (T1) pour monirer que V, (xt) peut
s'écrire sous la forme V, (x,t) = C, e* §, k A(k) sin(kx - @t), olt la constante C, sera

explicitée.

L’interaction considérée dans cette partie peut étre généralisée pour les cristaux binaires

a trois dimensions. Le couplage d'origine électrostatique de 1’électron aux dipdles
élémentaires engendrés par les vibrations optiques est connu sous le nom de
couplage de Fréhlich. 11 est particuliérement important dans I'étude du transport
électronique dans un semiconducteur.



