ECOLES NORMALES SUPERIEURES

CONCOURS D’ADMISSION 2013 FILIERE MP

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES C — (ULC)

(Durée : 4 heures)

L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.

*x k%

On note N I'ensemble des entiers naturels et N* = N — {0}. On note Q4 I'ensemble des
nombres rationnels positifs ou nuls. On note R ’ensemble des nombres réels, Ry ’ensemble des
nombres réels positifs ou nuls, et R% l’ensemble des nombres réels strictement positifs.

Pour I intervalle de R, et L un sous-ensemble de R, on note C'(I, L) 'ensemble des fonctions
continues de I dans L et C''(I, L) I'ensemble des fonctions de classe C! de I dans L.

On note Ms(R) 'ensemble des matrices carrées a deux lignes (et deux colonnes) dont les
coefficients sont réels.

On note F' I'ensemble des fonctions de R dans R vérifiant

Vz,y,0 € R, f(z cos® —y sinf) f(x sinf +y cosd) = f(x) f(y).

Les parties I, IT et III sont indépendantes.

On suppose dans cette partie que f € F est de classe C'(R,R,).

1. Montrer que

V(z,y) eR®  f(z) fly) = F(V=z% +y?) f(0).

2. i) Calculer (pour (x,y) € R? — {(0,0)}) les quantités [z 8% —y a%](f(ac) f(y) et [z2 —

Jy
y Z(f (/22 + y2)).

ii) En déduire qu'il existe a € R tel que

Vo € R, f(z) = az f().

iii) Quelles sont les fonctions de F N CH(R,R) ?



II

On suppose dans cette partie que f € F est dans C(R, R ).
1. Montrer que si f(0) = 0, alors pour tout € R, f(z) = 0.

2. On suppose dans ce paragraphe que f(0) # 0.
i) Montrer que pour tout € R, f(z) # 0.

ii) On considere la fonction r (de Ry dans R) définie par r(x) = In (f}g)) Trouver une

relation entre r(z + y), 7(x) et r(y), lorsque, x € Ry, y € R;.

iii) Trouver une relation entre r(s) et sr(1) pour s € N, puis pour s € Q, et enfin pour
s € R+.

3. Quelles sont les fonctions de FNC(R,Ry) ?
111
1. Soit A > 0, K > 0, et (Cy,)nen une suite de fonctions de C([0,1],R) telles que pour tout
te [Oa 1]a CO(t) < A) et
t
Vn e N*,t € [0, 1], Cri1(t) <A+ K / Cy(s)* ds. (1)
0

Montrer que

Vn € N, t € [0, inf( Cn(t) <2A.

1
war
2. Soit T'> 0, B > 0, et D > 0 des constantes, et ¢ une fonction de C([0,7],R) telle que

t
wte[0,T], ()< B+D / 6(s) ds.
0

Montrer que
vte[0,T],  ¢(t) < BePl

3. Soit T > 0, A; > 0, K1 > 0 des constantes, et (J,)nen une suite de fonctions de
C([0,T1],R4) telles que pour tout ¢ € [0,71], Jo(t) < Ay, et

Vne N tel0,T1], Ju(t) <K /Ot[,]n(s) + Ju1(s)] ds. (2)

i) Montrer que pour ¢ € [0,77], n € N*,
t
Ja(t) < Kpefi T / Jn—1(s) ds.
0

ii) En déduire que pour t € [0,T}], n € N*¥

[Kl T1 6K1 T1]n
n! '

Jn(t) S Al



v

Dans cette partie et la suivante, f;, est une fonction de R dans R% telle que =z
fin(x) exp(2?/2) est continue et bornée.

1. i) Montrer que 'on peut trouver une unique suite de fonctions (f,)nen de [0,1] x R dans
R telles que (¢,z) € [0,1] x R+ f,,(t, ) exp(2?/2) est continue et bornée, ¢t € [0,1] — f,(t,z) €
C1([0,1],R) pour tout = € R, et (pour tout n € N, (t,z) € [0,1] x R)

8@:1 (t,x) = /: (/R [fn(t,af cost —y sinf) fp(t,x sinf + y cosh) (3)

ot fo(t.0) |y )

fn—i—l(O:x) = fin(x)>
et
Jo(t, ) = fin().

Pour cela, on commencera par mettre I’équation (3) sous la forme

af n+1
ot

(t7 x) = an(t) fn+1(t7 JZ) + bn(t, $)7
ou ay, et b, sont des fonctions continues (définies a partir de f,,) judicieusement choisies.
i) Montrer que pour n € N et (¢,2) € [0,1] x R, on a f,(t,z) > 0.

2. i) Montrer que
Vn e Nt €[0,1],z € R, 0 < fo(t,z) < Cpu(t) exp(—x2/2),

avec (Cy)nen suite de fonctions de C([0, 1], R) telles que (1) est vérifiée (pour A, K convenable-
ment choisis en fonction de fi,).

ii) En déduire qu’il existe 77 €]0,1] et A > 0 tels que

Vte[0,T,n €N,  Cp(t) <2A.

3. i) Montrer que (pour tout n € N)
vte 0,1,z €R,  |fasi(t,2) = falt,2)| < Ju(t) exp(—2?/2),

avec (Jp)nen suite de fonctions de C([0, 1], R) telles que pour tout t € [0,1] (et n € N¥),

Jn(t) <27 /Rexp(_y2/2) dy |:/0 (2 Cn(s) + Cn—l(s)) Jn—l(s) ds

+ /0 t Cra(8) Jn(s) ds].



ii) En déduire que la suite de fonctions (J;, )nen vérifie (2) (pour K et T3 > 0 convenablement
choisis).

iii) Montrer qu’il existe 7' €]0, 1] pour lequel la suite (t,2) € [0,T] x R = f,,(¢,x) exp(x?/2)
converge uniformément sur [0, 7] x R. On notera (t,z) € [0,T] xR — f(t, ) exp(x?/2) la limite
de cette suite.

4. Montrer que f est une fonction telle que (t,x) € [0,7] x R ~ f(t,x) exp(x?/2) est
continue et bornée, t € [0,T] — f(t,z) € C*([0,T],Ry) pour tout = € R, et

%{(t,x):/:/R[f(t,x cosf —y sin@) f(t,z sinf + y cos0)

~f(ta) £t y>] dy do,
f(0,z) = fin(x).

Dans cette partie, f désigne une fonction obtenue a la question IV 4.

On échangera par ailleurs dans cette partie sans justification les signes [ (théoréme de
Fubini) lorsque les intégrandes sont des fonctions g : R> — R continues telles que |g(z,y)| <
H exp(—L (2% + y?)) pour des constantes H, L > 0 données.

1. i) Montrer que si M = < Z Z

il existe une matrice triangulaire supérieure inversible 773 € M3(R) et une matrice triangulaire
inférieure inversible T € M>(RR) telles que

) € M(R) est une matrice inversible telle que d # 0,

M =T1T>.

ii) Soit H,L > 0, h une fonction continue de R x R dans R telle que |h(z,y)| <
H exp(—L (2% +y?)), et M € My(R) une matrice inversible. Montrer que

/Z /0; h(z,y)dzdy = |Det(M)| /0; /O; h(M(z,y)) dzdy.

é(z)
1422

2. Montrer que pour toute fonction ¢ de C(R,R) telle que x +— est bornée, on a (pour

t€[0,7])

CZ‘/Rf(t’x)QS(x)dx:i/R/R/w [f(t,x cos® —y sin@) f(t,z sinf + y cos0)

—f(t,x) f(t, y)] X [(b(x) + &(y) — ¢p(x cosf — y sinf) — ¢p(x sinh + y cos )| dfdxdy.

4



3. i) Calculer (pour t € [0,T]) la quantité [, f(t,z)dz en fonction de fi,.

ii) Montrer que (pour ¢ € [0,T] et z € R),

f(t7 w) Z fzn(x) 6_27rt I]R fin(y) dy'

4. Dans cette question, on suppose qu’il existe 51,52 > 0, tels que

finlz) > Sy e~ 521,

i) Montrer que la quantité [ f(¢,z) In f(¢, ) dz définit une fonction de classe C'* sur [0, 7]
et que

jt/Rf(t,:v) In f(t,z)dx <O0.

On pourra pour cela s’inspirer du résultat obtenu & la question V.2.

Il s’agit d’une version simplifiée de la premiere partie du Théoréme H de Boltzmann, dans
lequel on montre la croissance de 'entropie — [ f In f d’un gaz raréfié.

ii) Montrer que si 'on a (pour ¢ € [0,7] donné)

d
G [ fa) e de =0,
dt Jr
alors on peut trouver C7,Csy > 0 tels que
Vz € R, f(t,z)=Cre @2 v

Il s’agit d’une version simplifiée de la seconde partie du Théoreme H de Boltzmann, dans lequel
on montre que si la densité dans ’espace des phases d’un gaz raréfié est d’entropie maximale,
alors c’est une fonction Maxwellienne de la vitesse des molécules (ici représentée par une fonction
Gaussienne centrée).



