
ÉCOLES NORMALES SUPÉRIEURES

ÉCOLE NATIONALE DES PONTS ET CHAUSSÉES

CONCOURS D'ADMISSION SESSION 2013

FILIÈRE BCPST

COMPOSITION DE PHYSIQUE

Épreuve 
ommune aux ENS de Ca
han, Lyon, Paris et de l'ENPC

Durée : 4 heures

L'usage d'une 
al
ulatri
e éle
tronique de po
he à alimentation autonome, non

imprimante et sans do
ument d'a

ompagnement, est autorisé.

L'orthographe ainsi que la propreté de la 
opie seront prises en 
ompte par les


orre
teurs.

⋆ ⋆ ⋆

Où il sera question de pluie et de beau temps...

Cette épreuve est 
onstituée de deux problèmes. Le premier propose de donner une expli
ation au

phénomène de l'ar
-en-
iel, tout d'abord dans un 
adre simpli�é d'optique géométrique, puis dans

une appro
he plus 
omplète d'optique ondulatoire. Le se
ond problème, traitant de la formation et

de la 
roissan
e de gouttes d'eau, est totalement indépendant du premier, et est lui-même 
onstitué

de deux parties autonomes.

I Problème I : l'ar
-en-
iel

I.A Théorie de Des
artes

1. Rappeler quelles sont les 
onditions physiques que doit satisfaire un milieu pour que la pro-

pagation de la lumière en son sein soit régie par les lois de l'optique géométrique.

2. Donner la dé�nition d'un rayon lumineux.

3. Donner la dé�nition de l'indi
e optique d'un milieu transparent.
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4. Rappeler les relations de Snell-Des
artes 
orrespondant à la ré�exion et à la réfra
tion d'un

rayon lumineux au passage d'un dioptre séparant deux milieux d'indi
e n1 et n2. La réponse

sera a

ompagnée d'un s
héma permettant de dé�nir les angles né
essaires.

5. On 
onsidère une goutte d'eau sphérique, de 
entre O, de rayon a, pla
ée dans l'air. L'indi
e

de l'air est assimilé à 1, 
elui de l'eau est noté n. On 
onsidère un rayon lumineux asso
ié à une

onde plane mono
hromatique (de longueur d'onde dans le vide λ) arrivant sur la goutte d'eau,

tel qu'illustré 
i-dessous. Les angles sont 
omptés positivement dans le sens trigonométrique.

D

O

i

r

r′
Ωb

a) Donner la relation entre l'angle i et l'angle r.

b) Donner la relation entre l'angle r et l'angle r′.


) Au niveau du point Ω, justi�er si le rayon lumineux est totalement ou partiellement

ré�é
hi.

d) Déduire �nalement l'expression de l'angle de déviation D que subit le rayon lumineux

in
ident en fon
tion de i et r.

6. A�n d'étudier la façon dont dépend l'angle de déviation D vis-à-vis du �paramètre d'impa
t� b
du rayon lumineux sur la goutte d'eau, on dé�nit la �se
tion e�
a
e di�érentielle de di�usion�

par :

s ≡

∣

∣

∣

∣

b

sinD

db

dD

∣

∣

∣

∣

, ave
 b ≥ 0.

a) On pose x = b/a. Établir la relation trigonométrique entre x et l'angle i.

b) Montrer qu'il existe une valeur x0, que l'on exprimera en fon
tion de n, telle que :

dD

dx
(x = x0) = 0.


) En déduire qu'il y a une �a

umulation de lumière� dans la dire
tion D0 ≡ D(x = x0)
asso
iée à x0, 
orrespondant à la divergen
e vers +∞ de la se
tion e�
a
e di�érentielle

de di�usion. On parle alors de 
austique.

d) Appli
ation numérique : évaluer x0 pour n = 4/3 et l'angle D0 
orrespondant.
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e) En s'appuyant sur le développement de Taylor tronqué à l'ordre 2 de D(x) au voisinage

de D0, montrer que la se
tion e�
a
e di�érentielle de di�usion prend, au voisinage de

D0, la forme suivante :

s ≃ a2
x0

sinD0

√

1

2D′′

0 (D −D0)
, où D′′

0 ≡ (d2D/dx2)x=x0
.

f) Tra
er s
hématiquement s au voisinage de D0.

g) En déduire si un ar
-en-
iel observé à travers un �ltre séle
tionnant une unique longueur

d'onde λ est plus lumineux vers l'intérieur ou vers l'extérieur de l'ar
 asso
ié à D0.

7. Jusqu'à présent, l'aspe
t poly
hromatique du phénomène optique n'a pas été traité : seule

a été justi�ée l'a

umulation de la lumière (asso
iée à une onde plane mono
hromatique de

longueur d'onde dans le vide λ) dans une 
ertaine dire
tion D0. La question suivante, qui

traite de la dépendan
e de l'indi
e optique par rapport à la longueur d'onde, permet de

justi�er l'apparition des 
ouleurs dans l'ar
-en-
iel.

a) Dé
rire une expérien
e permettant d'illustrer, dans le domaine du visible, le phénomène

de dispersion.

b) Rappeler 
omment varie, dans le domaine du visible, l'indi
e n d'un milieu transparent

en fon
tion de la longueur d'onde λ, et donner le nom de 
ette loi.


) Déterminer dD/dn en fon
tion de n et x.

d) Expli
iter le résultat pré
édent pour x = x0 en fon
tion de n.

e) Appli
ation numérique : en admettant que dans le domaine du visible, l'indi
e de l'eau,


entré autour de la valeur n = 4/3, présente une variation ∆n = 1, 3 10−2
, déterminer

numériquement l'extension angulaire d'un ar
-en-
iel, 
'est-à-dire l'intervalle ∆D0 que

par
ourt l'angle D0 asso
ié à une 
austique lorsque la longueur d'onde λ du rayonnement

in
ident par
ourt le domaine du visible.

f) En 
onsidérant le signe de dn/dλ, déterminer si le rouge est à l'intérieur ou à l'extérieur

de l'ar
-en-
iel.

8. Un autre trajet envisageable pour le rayon lumineux est 
elui asso
ié à deux ré�exions au sein

de la goutte, tel qu'illustré 
i-dessous.

O

i

b

�Page 3/8 �



a) Déterminer la déviation subie par 
e rayon lumineux.

b) Montrer qu'un tel trajet lumineux 
onduit à la formation d'un autre ar
-en-
iel, appelé

ar
-en-
iel se
ondaire (par opposition à l'ar
-en-
iel primaire traité jusqu'à présent).


) Déterminer la position angulaire de l'ar
-en-
iel se
ondaire, 
'est-à-dire l'angle de dévia-

tion 
orrespondant à 
ette 
austique.

d) En traçant de façon s
hématique, en fon
tion de l'angle d'in
iden
e i, la déviation D
subie par un rayon lumineux e�e
tuant une ou deux ré�exions au sein de la goutte,

justi�er l'existen
e d'un intervalle [D̃1, D̃2] pour lequel au
un de 
es tels rayons lumineux

ne 
ontribue à la luminosité. Cet intervalle angulaire 
orrespond à la �bande sombre

d'Alexandre�, du nom d'Alexandre d'Aphrodise qui la dé
rivit le premier (vers l'an 200

après JC).

I.B Théorie de Young

Le fait que dD/db s'annule pour b = b0 signi�e, qu'au premier ordre, deux rayons in
idents

parallèles ave
 un paramètre d'impa
t voisin de b0 émergent parallèlement après leur passage dans

la goutte d'eau. Cela 
orrespond à l'illustration présentée 
i-dessous. Sur 
e s
héma, la droite (A0A)
(respe
tivement (B0B)) est la droite tangente à la goutte qui est perpendi
ulaire aux rayons in
i-

dents (respe
tivement émergents) dont le paramètre d'impa
t est voisin de b0. Les points A et B
appartiennent au même rayon lumineux.

Ωb0

O

A0

A

B0

B

1. Rappeler à quel endroit de l'espa
e de tels rayons interfèrent.

2. Rappeler quelle est la 
ondition portant sur les 
hemins optiques pour que 
es deux rayons

interfèrent de façon 
onstru
tive.

3. Démontrer que le 
hemin optique entre A et B s'é
rit :

[AB] = 2a
(

1−
√

1− x2 + 2
√

n2 − x2
)

,

où l'on a posé x = b/a.
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4. Démontrer que l'on a la relation suivante :

d[AB]

dx
= ax

dD

dx
.

5. En posant x = x0 + ξ, montrer que le 
hemin optique s'é
rit :

[AB](ξ)− [AB](ξ = 0) = a

[

x0(D −D0) + ξD −

∫ ξ

0

D(x0 + χ)d(x0 + χ)

]

.

6. En déduire qu'au voisinage de ξ = 0 (i.e. au voisinage de x0 don
) le 
hemin optique peut

s'é
rire :

[AB](ξ) = [AB](ξ = 0) + ax0D
′′

0

ξ2

2
+ aD′′

0

ξ3

3
+O(ξ4).

7. Déterminer la di�éren
e de phase entre un rayon lumineux 
orrespondant à x = x0 + ξ et le

rayon lumineux �symétrique� 
orrespondant à x = x0 − ξ.

8. En déduire la relation satisfaite par les angles DN 
orrespondant à la 
ondition d'interféren
es


onstru
tives entre de tels rayons.

9. On peut en fait montrer qu'un déphasage supplémentaire de π/2 est à 
onsidérer, et que la

�vraie� relation est la suivante :

DN −D0 ≃
(D′′

0 )
1/3

2

(

3π(N + 1/4)

ka

)2/3

,

où k = 2π/λ désigne le ve
teur d'onde, et N un entier.

a) Dans quelle limite portant sur la taille de la goutte la théorie de Young prédit-elle la

même position de l'ar
-en-
iel primaire que la théorie de Des
artes ?

b) Le premier ar
 surnuméraire, 
orrespondant à N = 1, est-il situé à l'intérieur ou à

l'extérieur de l'ar
-en-
iel primaire ?


) En 
onsidérant que le premier ar
 surnuméraire peut être observé si sa position angulaire

satisfait D1 −D0 ≥ ∆D0 où ∆D0 
orrespond à l'extension angulaire de l'ar
-en-
iel due

à l'aspe
t dispersif de l'eau (
f question I.A.7.e), déterminer la taille maximale de la

goutte d'eau 
orrespondante. On 
onsidèrera pour 
ela une longueur d'onde moyenne du

domaine visible : λ = 589 nm.

10. Toute la dis
ussion e�e
tuée jusqu'à présent est basée sur une unique goutte, de taille parfaite-

ment dé�nie a. En donnant les arguments physiques mais sans développer de 
al
uls, dis
uter,

à la fois sur l'ar
-en-
iel primaire et sur les ar
s surnuméraires :

a) l'in�uen
e d'une distribution non ex
lusivement piquée en a de la taille des gouttes ;

b) l'in�uen
e de la largeur angulaire �nie du soleil ;


) l'in�uen
e de la présen
e substantielle de gouttes de taille très faible, telles que 
elles


orrespondant à du brouillard plut�t qu'à de la pluie.
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II Problème II : formation et 
roissan
e des gouttes d'eau

Le problème pré
édent a montré que la taille des gouttes d'eau qui 
onstitue le rideau de pluie

grâ
e auquel se forme un ar
-en-
iel, joue un r�le dans le phénomène. Les deux parties 
i-dessous

sont relatives à la formation et à la 
roissan
e de 
es gouttes d'eau, dans des appro
hes extrêmement

simplistes par rapport à la réalité.

II.A Formation des gouttes de pluie

Soit un système 
onstitué de n0 moles d'un 
orps pur (l'eau en l'o

uren
e) dans l'état gazeux,

à la température T0 et à la pression P0. On suppose que se forme en son sein, pour une raison

quel
onque, une gouttelette d'eau liquide sphérique, de rayon r, 
ontenant n moles, ave
 n ≪ n0.

On admet qu'à 
ause des e�ets de tension super�
ielle, la pression au sein de la gouttelette Pl

satisfait la �loi de Lapla
e� :

Pl = P0 +
2γ

r
,

où γ 
orrespond à la 
onstante de tension super�
ielle liquide-gaz, dont on néglige toute dépendan
e

vis-à-vis de la pression ou de la température. L'équilibre thermique et mé
anique est supposé être

satisfait à tout instant.

1. L'objet de 
ette question préliminaire est de justi�er l'utilisation du �potentiel thermodyna-

mique G⋆
� dans le 
ontexte envisagé. On 
onsidère pour 
ela un système en 
onta
t ave
 un

thermostat (de température T0) et un réservoir de volume (qui �xe don
 la pression à P0). Le

système évolue entre deux états d'équilibre, l'état initial i et l'état �nal f .

a) Exprimer le travail reçu W par le système de la part du réservoir de volume en fon
tion

de la variation de volume ∆V du système.

b) Exprimer la 
haleur reçue Q par le système en fon
tion de la variation d'énergie interne

∆U et de la variation de volume ∆V du système.


) Justi�er alors l'inégalité suivante :

∆U + P0∆V − T0∆S ≤ 0,

qui établit que G⋆ ≡ U − T0∆S + P0∆V est le potentiel thermodynamique à 
onsidérer

dans la situation d'un système en 
onta
t ave
 un thermostat et un réservoir de volume,

i.e. pour une transformation monotherme monobare.

2. Déterminer la variation ∆G⋆

orrespondant à la transformation monotherme monobare ame-

nant une goutte d'eau initialement sous forme gazeuse (de volume Vg, à la température T0 et

à la pression P0) à devenir liquide (de volume Vl, à la température T0 et à la pression Pl). Le

résultat fera apparaître les énergies libres de la phase liquide Fl et de la phase gazeuse Fg,

ainsi que les volumes de 
ha
une de 
es phases. Cha
un des termes devra faire apparaître les

variables dont il dépend.

3. Réexprimer ∆G⋆
à l'aide des enthalpies libres de 
ha
une des phases, ainsi que du volume de

la phase liquide (et seulement 
elui-là). À nouveau, 
ha
un des termes devra faire apparaître

les variables dont il dépend.
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4. Prendre en 
ompte la tension super�
ielle amène à ajouter un terme de la forme γS, où S dé-

signe la surfa
e de la goutte (supposée sphérique). La variation du potentiel thermodynamique

G⋆
prend alors la forme suivante :

∆G⋆ = Gl(T0, Pl, n)−Gg(T0, P0, n) + (P0 − Pl)Vl(T0, Pl, n) + γS.

a) Justi�er que dans la limite |Pl/P0 − 1| ≪ 1, l'expression pré
édente se réé
rit :

∆G⋆ = n(gl(T0, P0)− gg(T0, P0)) + γS,

où gi désigne l'enthalpie libre molaire de la phase i (liquide ou gaz don
 !).

b) En déduire que ∆G⋆
s'é
rit sous la forme d'un polyn�me 
ubique en fon
tion du rayon r

de la goutte.


) Tra
er s
hématiquement ∆G⋆(r) en fon
tion de r et selon le signe de gl(T0, P0)−gg(T0, P0).
En déduire l'état stable 
orrespondant, du système.

d) Dans le 
as où l'état stable 
orrespond à la phase liquide, quali�er l'état 
orrespondant à

r = 0. Justi�er le fait que la goutte d'eau ne peut 
roître que si la taille du germe initial

dépasse une valeur 
ritique rc dont on donnera l'expression en fon
tion de la di�éren
e

des enthalpies libres molaires.

e) Proposer un pro
essus permettant de fa
iliter la formation de tels germes.

II.B Croissan
e des gouttes de pluie

Si la thermodynamique prédit l'état d'équilibre d'un système, elle ne dit rien quant à la 
inétique

du pro
essus. La partie pré
édente a mis en éviden
e la di�
ulté à former une �petite gouttelette�

d'eau liquide. La 
roissan
e de 
ette gouttelette ne peut pas être pilotée par un pro
essus di�usif, et

il est né
essaire d'invoquer un pro
essus d'agrégation 
ollisionnelle. La des
ription de 
e phénomène

est l'objet des questions suivantes. On 
onsidère don
 une goutte d'eau qui est libre de tomber sous

l'e�et de la gravité au travers d'un nuage 
onstitué de gouttelettes statiques. À 
haque fois que la

goutte d'eau en 
hute libre entre en 
onta
t ave
 une gouttelette, 
elle-
i s'agrège et 
ontribue à la


roissan
e de la masse de la goutte.

1. Justi�er que l'on prenne le taux d'a

roissement de la masse m de la goutte d'eau (supposée

sphérique) sous la forme :

dm

dt
= kvm2/3,

où v désigne la vitesse de la goutte d'eau, et k une 
onstante.

2. Déterminer l'équation di�érentielle asso
iée au mouvement de la goutte d'eau dans le 
hamp

de pesanteur g ≡ −gêz .

3. En 
onsidérant 
omme 
onditions initiales v(t = 0) = 0 et m(t = 0) = 0, démontrer que v = at
permet de résoudre l'équation du mouvement, où l'on donnera l'expression du 
oe�
ient de

proportionnalité a.

4. En déduire la solution 
orrespondante pour la position x(t) de la goutte d'eau.

5. Donner l'évolution temporelle de la masse de la goutte d'eau.
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6. Déterminer la variation d'énergie 
inétique ∆K de la goutte d'eau entre les instants t = 0 et

t = T . Pour simpli�er les é
ritures, on posera v = gt/n et m = αtn−1
en pré
isant les valeurs


orrespondantes de n et α.

7. Déterminer le travail W de la for
e de gravité appliquée à la goutte d'eau entre 
es deux

mêmes instants.

8. Démontrer que lorsqu'une goutte d'eau, de masse m et de vitesse v réalise une 
ollision in-

élastique ave
 une gouttelette de masse dm initialement au repos, et que l'état �nal est une

goutte d'eau de masse m+ dm se déplaçant à une vitesse 
ompatible ave
 la 
onservation de

la quantité de mouvement totale, une fra
tion ∆Kchoc de l'énergie 
inétique est 
onvertie en

énergie interne.

9. Justi�er alors que la di�éren
e entre ∆K et W peut être attribuée à l'aspe
t inélastique des


ollisions goutte-gouttelettes.

⋆ ⋆
⋆
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