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COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Durée : 3 heures

L utilisation de calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.
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Notations. Les corps des nombres réels et des nombres complexes sont notés R et C. Le disque
ouvert de C, de centre 0 et de rayon 1, est noté D.

Soit ag, @y, . .. des nombres complexes. Pour une série Y a,, les sommes partielles sont notées

sy(a) = Z .

Rappelons que la série est convergente si la suite (sy(a))ycn €St convergente ; sa somme, notée
Yo an est alors la limite de cette suite :

Zan: lim sy(a).
0

N——+400

Cette notion de convergence, la seule qui soit au programme du concours, est appelée conver-
gence au sens usuel. On la compare ci-dessous a d’autres notions de convergence qui seront
introduites dans 1’énoncé. De méme, la convergence des suites qui figure au programme est une
convergence au sens usuel.

1. CONVERGENCE D’UNE SUITE AU SENS DE CESARO
Soit (un)n=0 une suite de nombres complexes. On définit une suite (vy,),>1 par

1
Up o= —(ug 4+ + Up_1)-
n

On dit que la suite (uy)n=0 converge au sens de Cesaro vers la limite ¢ € C si la suite (v,)p>1
converge vers /.

Q1. On suppose que (u,),=o converge (au sens usuel) vers une limite ¢. Montrer
que cette suite converge aussi au sens de Cesaro, vers la méme limite.

Q2. Donner un exemple de suite (u,)n>0 qui converge au sens de Cesaro, mais
qui ne converge pas au sens usuel.

Q3. Si la suite (uy,),>0 converge au sens de Cesaro vers ¢, montrer que la suite
(wp)n>1 définie par

1 n
Wy = Z(n — k)uy
k=0

est convergente. Calculer sa limite.
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2. SERIES : CONVERGENCE AU SENS DE CESARO

Soit ) a, une série de nombres complexes. Si la suite (s,(a)), ., converge au sens de Cesaro
vers S, on dit que la série Y a,, converge au sens de Cesaro, et S est appelée somme de Cesdaro

de cette série. Une série convergente est donc aussi convergente au sens de Cesaro (question Q1
ci-dessus).

Q4. Soit z un nombre complexe. La série > e™* est-elle convergente au sens
usuel 7 Au sens de Cesaro? Calculer I'une ou I'autre somme, si elle existe.

Q5. Etant donnée une série > a,, on considere la série Y d,,, ou les nombres d,,
sont définis par d,, = a,, 1. Montrer que si 'une des deux séries converge au sens

de Cesaro, alors I'autre aussi, et leurs sommes de Cesaro respectives sont liées
par la formule S(a) = S(d) + ao.

Q6. Montrer qu'une série ) | a,, a termes réels positifs converge au sens de Cesaro
si et seulement si elle converge au sens usuel.

3. UN THEOREME DE CESARO

On considere dans cette partie deux séries > a, et »_ b, de nombres complexes, et on forme
leur produit de Cauchy > ¢,, ou

n
Cp = E akbn_k.
k=0

Les sommes partielles de ces séries sont notées respectivement s,(a), s,(b) et s,(c).

Q7. On prend a,, = b, = E;an)j Montrer que les séries > a, et > b, sont

convergentes (au sens usuel), mais que la série Y ¢, ne l'est pas.
Q8. Dans le cas général, on définit

oa(c) = %(so(c) bt saa(C):

Exprimer o,(c) en fonction de certains des produits s;(a)sy(b).

Q9. On suppose que les séries Y a, et > b, sont convergentes (au sens usuel).
Montrer que »_ ¢, converge au sens de Cesaro, et que sa somme de Cesaro est
égale au produit de " a, et Y by.

4. SERIES : CONVERGENCE AU SENS D’ABEL

Pour une série > a, a termes complexes, on définit une fonction z +— f(z) comme la somme

d’une série entiere :
oo
f(z) = Z apzt.
k=0

Le disque de convergence de cette série entiere est noté A.

Q10. Pour z € AND, exprimer 1; f(2) comme la somme d’une série entiere,
dans laquelle on utilisera les sommes partielles s, (a).

Si A contient D, et si f(z) admet une limite A quand x — 1 en restant dans |0, 1], on dit que
la série > a, converge au sens d’Abel; le nombre A est alors appelé somme d’Abel de la série.
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Q11. Soit » a, et Y _ b, deux séries de nombres complexes, et > ¢, leur produit
de Cauchy. Si ) a, et > b, convergent au sens d’Abel, montrer qu'il en est de
méme pour Y ¢,. Quelle formule relie leurs sommes d’Abel ?

Q12. On suppose que la série > a, est convergente (au sens usuel). Montrer
qu’elle converge au sens d’Abel, et que sa somme d’Abel est égale a sa somme
usuelle Y% ay,.

Q13. Dans cette question, on suppose seulement que la série > a,, est conver-
gente au sens de Cesaro, sa somme de Cesaro valant S.

(1) En notant
1
Opn = _(50 + -+ Sn—l)7
n

montrer que f(z) est bien définie pour z € D, et que

o0
f(2)=(1=2)) (k+1Doraz".
k=0
(2) Soit (€x)r>1 une suite de nombre complexes tendant vers zéro. Montrer que

o0

lim  (1—2)*Y (k+ ez =0.
z—1,z€]0,1] o

(3) En déduire que > a,, converge au sens d’Abel, et calculer sa somme d’Abel.
Q14. Montrer que la série Y (—=1)"n =0—142 — 3+ --- est convergente au
sens d’Abel, mais pas au sens de Cesaro. Calculer sa somme d’Abel.

Q15. On reprend les notations de Q5. Montrer que si I'une des deux séries Y a,,
et > d, converge au sens d’Abel, alors l'autre aussi, et leurs sommes d’Abel
respectives sont liées par la formule A(a) = A(d) + ao.

Q16. Sans utiliser la définition de la convergence au sens d’Abel, mais en utilisant
la linéarité de I'application a — A(a), ainsi que le résultat de la question Q4,
retrouver la valeur de la somme d’Abel de la série Y (—1)"n.

5. UN THEOREME TAUBERIEN

Dans cette partie, on considere une série Y a,, convergente au sens d’Abel, de somme d’Abel
A. La fonction f est définie comme a la section 4.

Q17. Soit N > 1 un entier et x €]0, 1[. Montrer que

N N
1

ar — f(2)| < (1 —=x kap| + ———— sup |na,|.

> e = (0| < (0= 3 ol + = sup ol

Q18. On suppose de plus que

lim na, = 0.
n——+0o0

Montrer que la série ) a, converge (au sens usuel) et calculer sa somme.
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