ECOLE NORMALE SUPERIEURE DE LYON

Concours d’admission session 2021

Filiére universitaire : Second concours

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Durée : 3 heures

L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.
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L’épreuve se compose de deux problemes indépendants [’un de ’autre. Les candidats peuvent les traiter
dans l’ordre de leur choiz.



Probléme 1

Partie I. Transformées de Laplace et de Fourier de la fonction sinus cardinal.

Pour x > 0, on note :

+oo .+
F(z) = / ) e gy,
0

Et pour x > 0, on note :
—+oo
G(z) = / e " sin(t) dt.
0

1. Montrer que la fonction F' est bien définie sur R*. On pourra traiter séparément les cas x = 0
et x > 0.

2. Montrer que la fonction G est bien définie sur |0, +ool.

@

Montrer que mgr—ir-loo F(z)=0.

Montrer que F est de classe C! sur ]0, +o0] et exprimer F’ & 'aide de la fonction G.
Trouver une expression simple pour G. On pourra par exemple écrire sint = Im(e”).

En déduire une expression simple pour F' sur |0, +o0].

o otk

Montrer que les fonctions

1 _: +oo _:
t t
T — / yeftl dt et = — / weftm dt
0 1

sont continues sur RT.

8. En déduire la valeur de 'intégrale de Dirichlet :

I— / 7 sin(?) dt.
O t

Partie II. Les intégrales de Borwein et Borwein.

Soient n € N et ag, ..., a, des nombres réels strictement positifs.

Soit € = (ex)1<k<n une famille de n variables aléatoires définies sur un espace probabilisé fini (€2, P).
On suppose que ces variables aléatoires sont mutuellement indépendantes, a valeurs dans {—1,1}, et
suivent la loi de Bernoulli B(1/2) : pour tout k € [1,n], P(ep, = 1) = P(e, = —1) = 1/2.

On considére les variables aléatoires

n n
b: = ag + g eray et 55:H€k.
k=1

k=1

1. Soit r € [0,n]. Montrer que l'espérance E(s.b7) de la variable s.b% est donnée par :

n
n! H ap, sir=mn
E(s:bl) = P

0 sir <n.



2. Montrer que

n
H sin(axt) = E(sg cos(bet — w(n + 1)/2))
k=0
3. Montrer, en justifiant soigneusement la convergence des intégrales considérées, que :

oo oo
¢ 1
/ H Mdt = / 7E(Seb€ cos(bet — 71-n/2>)dt
o P t 0 nt"

puis que :

1 :
X 3% E(sgb? &gne(bs))

_m

ou la fonction signe est définie sur R par signe(z ) = 1six >0 et par signe(z) = -1 si z <O0.
4. On suppose dans cette question que : ag = a1 + -+ + a,.
(a) Que peut-on dire du signe de b ?

(b) En déduire que :
7

0 2@0

5. On suppose dans cette question que :
ag =z a1+ +ap_1,a0<a;+--+an—1+a, et que: vk € [1,n],2a; > a

(a) Montrer que : b <0< Vk € [1,n],e, = —1.
(b) En déduire que :

/+oo f[ sin(ayt) =™ (4 (a1 + -+ an — ag)"
0 iy Okt " 2a nl2n=lgy ... q, '
6. Montrer qu’il existe un entier N tel que

co n oo N+1 .
<N, /+ sin a:/(2k—|—1))d _ T /+ sm(m/(Qk;—i—l))d m
0

k1) FT3 H=eeny 2

T.S.V.P.



Probléme 2

Sur certaines algébres nilpotentes.

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et L(E) le C-espace vectoriel des endomorphismes
de E. On rappelle qu’une sous-algébre de L£(E) est un sous-espace vectoriel V de L(E) stable par
composition :

V(f,g)€V? fogeV.

On dit qu’une sous-algebre V de L(F) est une sous-algébre nilpotente si tout élément de V est nilpotent.
Si f € L(E) et si W est un sous-espace vectoriel de E, on dit que W est stable par f si f(W) C W.

1. Un exemple™. Soit f un endomorphisme nilpotent de E. Montrer que
Vect(fk ke N*)

est une sous-algebre nilpotente de £(F), de dimension strictement inférieure & dim(FE).
2. Donner un exemple de sous-algébre nilpotente de £L(E) de dimension n(n—1)/2 ou n = dim(E).

3. Soit V une sous-algebre nilpotente de L(F). Le but de cette question est de montrer que

[ Ker(f) # {0}.

fev

(a) Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel W non nul de F, de dimension minimale, stable
par tout élément f de V.

Soit W un tel sous-espace vectoriel.

(b) Soient w € W un vecteur non nul et W' = {f(w) | f € V}.
Montrer que W' est un sous-espace vectoriel de E, stable par V, contenu dans W et tel que
w¢ W'
(c) En déduire que
W C [ Ker(f)

fey
et conclure.

4. Soit V une sous-algébre nilpotente de L(E).
Montrer qu’il existe une base 8 de FE telle que pour tout f € V, la matrice de f dans la base
est triangulaire supérieure.

5. En déduire que si V est une sous-algébre nilpotente de £L(E), alors

dimy < Mn—1)
= 2

ou n = dim(E).
Caractériser le cas d’égalité.

*. Une erreur était présente dans le sujet initialement distribué aux candidats, elle a été corrigée dés les premieres
minutes de ’épreuve.



