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-ѧ©QSFVWF Eѧ0SBM EF .BUI©NBUJRVFT EF Mѧ©DPMF EFT 1POUT 	DPODPVST #$145
 EVSF �� NJOVUFT FU FTU QS©D©E©F EF
�� NJOVUFT EF QS©QBSBUJPO� &MMF DPOTJTUF FO EFVY FYFSDJDFT QFSNFUUBOU EF CBMBZFS VOF WBTUF QBSUJF EV QSPHSBNNF
EF .BUI©NBUJRVFT EFT � BOO©FT EF DMBTTF QS©QBSBUPJSF� &MMF OF DPNQPSUF QBT Eѧ*OGPSNBUJRVF� 2VFMMF RVѧBJU ©U© MB
QS©QBSBUJPO EV DBOEJEBU
 MFT EFVY FYFSDJDFT TFSPOU BCPSE©T QFOEBOU MѧPSBM
 QFSNFUUBOU BJOTJ BV KVSZ EF KVHFS BVTTJ
MF DBOEJEBU TVS TB S©BDUJWJU© GBDF   EFT RVFTUJPOT OPVWFMMFT BVYRVFMMFT JM OѧBVSB QBT FV MF UFNQT EF S©ֻ©DIJS QFOEBOU
MFT �� NJOVUFT EF QS©QBSBUJPO�

0O BUUFOE EV DBOEJEBU RVѧJM TBDIF USBJUFS EѧFNCM©F EFT RVFTUJPOT DMBTTJRVFT FU GBJTBOU BQQFM BVYN©UIPEFT EV DPVST�
&O SFWBODIF JM FTU M©HJUJNF TVS EFT RVFTUJPOT QMVT EJּDJMFT RVѧJM TPJU BNFO©   S©ֻ©DIJS FU   QSPQPTFS EFT QJTUFT RVJ
OѧBCPVUJSPOU QBT
 EV NPNFOU RVѧFMMFT TPOU DPI©SFOUFT FU KVTUJֺ©FT QBS SBQQPSU   MѧFYFSDJDF
 FU E©NPOUSFOU   MB GPJT
VOF CPOOF DPOOBJTTBODF EV DPVST FU VO FTQSJU EѧJOJUJBUJWF� -F KVSZ SBQQFMMF RVF TPO S´MF FTU Eѧ©WBMVFS BֺO EF DMBTTFS

DF RVJ MѧBN¨OF   JOUFSSPHFS MFT DBOEJEBUT� $FU PSBM OѧFTU QBT VO k©DSJU BV UBCMFBV{ NBJT CJFO VO EJBMPHVF QFSUJOFOU
TVS MFT .BUI©NBUJRVFT�
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-F DPVST TVS MB S©EVDUJPO FTU HMPCBMFNFOU TV FU NB®USJT©
 OPVT OPUPOT UPVUFGPJT EFT DPOGVTJPOT FOUSF EJֹ©SFOUFT
E©ֺOJUJPOT 	DBSBDU¨SF JOWFSTJCMF FU EJBHPOBMJTBCMF EѧVOFNBUSJDF QBS FYFNQMF
� &O SFWBODIF
 MFT DBOEJEBUT POU UPV�
KPVST EFT EJּDVMU©T   NBOJFS MFT DPNQMFYFT� &OֺO
 MFT RVFTUJPOT EF DBMDVMT 	EF TPNNFT EF T©SJFT QBS FYFNQMF
 POU
©U© US¨T EJTDSJNJOBOUFT � FMMFT TPOU QBSGPJT CSJMMBNNFOU USBJU©FT
 BMPST RVF EѧBVUSFT DBOEJEBUT QFJOFOU   DBMDVMFS VOF
TJNQMF TPNNF EF UFSNFT H©PN©USJRVFT� /PVT JOWJUPOT MFT DBOEJEBUT   OF QBT O©HMJHFS MѧBTQFDU DBMDVMBUPJSF EѧVO
FYFSDJDF�
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-FT DBOEJEBUT TPOU QFV   MѧBJTF BWFD MѧVUJMJTBUJPO EFT WBMFVST BCTPMVFT�
&ODPSF DFUUF BOO©F
 OPVT OPUPOT EFTNBMBESFTTFT EBOT MѧBQQMJDBUJPO EV DSJU¨SF EF DPNQBSBJTPO QPVS MFT T©SJFT FU MFT
JOU©HSBMFT JNQSPQSFT � MFT DBOEJEBUT POU UFOEBODF   ©DSJSF EJSFDUFNFOU EFT JO©HBMJU©T EF TPNNFT QBSUJFMMFT 	QBSGPJT
NªNF EF TPNNFT EF T©SJFT
 PV EѧJOU©HSBMFT H©O©SBMJT©FT BWBOU NªNF EF KVTUJֺFS MFVS FYJTUFODF� -F DBMDVM JOU©HSBM

OPUBNNFOU MѧJOU©HSBUJPO QBS QBSUJFT FU MF DIBOHFNFOU EF WBSJBCMF
 Z DPNQSJT QPVS MFT JOU©HSBMFT H©O©SBMJT©FT
 FTU
QMVU´U CJFO NBJUSJT© DIF[ MFT DBOEJEBUT JOUFSSPH©T�
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*M GBVU DPOOB®USF MFT E©ֺOJUJPOT EFT PCKFUT NBOJQVM©T � WBSJBCMF BM©BUPJSF
 ©W©OFNFOU� /F QBT DPOGPOESF ©W©OFNFOU
FU QSPCBCJMJU© EF DFU ©W©OFNFOU� *M GBVU BVTTJ TF QS©PDDVQFS EF MB OBUVSF EFT WBSJBCMFT BM©BUPJSFT NBOJQVM©FT 	EJT�
DS¨UF PV   EFOTJU©

 MFT FYFSDJDFT NªMBOU MFT EFVY UZQFT EF WBSJBCMFT BM©BUPJSFT TPOU TPVWFOU QFV S©VTTJT� -FT MPJT
VTVFMMFT EV QSPHSBNNF
 FU MFVST DBSBDU©SJTUJRVFT
 TPOU TPVWFOU CJFO NBJUSJT©FT�
�USF N©UIPEJRVF EBOT MB NJTF FO QMBDF EFT FYFSDJDFT EF QSPCBCJMJU©T 	QBS FYFNQMF
 QFOTFS   EPOOFS MF TVQQPSU
EѧVOF WBSJBCMF BM©BUPJSF NªNF TѧJM OѧFTU QBT FYQMJDJUFNFOU EFNBOE© PV FODPSF ©DSJSF DMBJSFNFOU MF TZTU¨NF DPN�
QMFU Eѧ©W¨OFNFOUT BTTPDJ©   VOF GPSNVMF EFT QSPCBCJMJU©T UPUBMFT

 FTU O©DFTTBJSF QPVS QPVWPJS S©EJHFS VO FYFSDJDF
QSPCBCJMJTUF EF NBOJ¨SF TBUJTGBJTBOUF�
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/PVT DPOTFJMMPOT UPVU EF NªNF BVY DBOEJEBUT Eѧ©WJUFS EF DBDIFS TZTU©NBUJRVFNFOU MF UBCMFBV BV KVSZ QFOEBOU
TFT DBMDVMT
 FO MVJ UPVSOBOU MF EPT� .BJT EF NBOJ¨SF H©O©SBMF
 MFT ©UVEJBOUT TPOU CJFO QS©QBS©T
 POU VOF BUUJUVEF
WPMPOUBJSF QPVS BWBODFS FU UJFOOFOU DPNQUF EFT JOEJDBUJPOT EPOO©FT� -F UBCMFBV FTU TPVWFOU CJFO PSHBOJT©�
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Deux exemples de sujets sont donnés à la suite de ce rapport.



"
$POTJHOFT 7PVT DPNNFODFSF[ QBS FYQPTFS MF QSFNJFS FYFSDJDF� -B QS©QBSBUJPO EVSF �� NJOVUFT
 MѧFYQPT© �� NJ�
OVUFT�
1PVS UPVU QSPCM¨NF EF DPNQS©IFOTJPO EF OPUBUJPO
 OF QBT I©TJUFS   NѧBQQFMFS�
/F SJFO ©DSJSF TVS MF TVKFU�
-ѧVTBHF EF MB DBMDVMBUSJDF FTU JOUFSEJU�

"
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Sujet 14
Vous commencerez obligatoirement par exposer le premier exercice.

Exercice 1

Soit F : x ! 1

e�x + 1
.

1. F est-elle la fonction de répartition d’une variable à densité ?

Si Oui, donner une densité f .

2. On définit X une variable aléatoire de fonction de répartition F .

(a) Montrer que X admet des moments à tout ordre.

(b) Déterminer l’espérance de X.

3. On définit g telle que g(x) =
ex � 1

ex + 1
.

(a) Montrer que g définit une bijection de R dans ]� 1, 1[.

(b) On pose Y = g(X). Montrer que la loi suivie par Y est une loi uniforme.

(c) Déterminer E(Y ) et V (Y ).

Exercice 2

Soit n un entier non nul et (En) l’équation d’inconnue x :

(En) 1 + ln(x+ n) = x

Soit fn la fonction définie sur R+
par fn(x) = x� ln(n+ x)� 1.

1. Pour n fixé supérieur ou égal à 1, montrer que (En) admet une unique solution an sur R+
.

2. Etudier la monotonie de la suite (an)n>1.

3. Pour n assez grand, et en déterminant le signe de fn(n) puis de fn(lnn), comparer pour la relation d’ordre les

trois réels n, lnn et an.

4. En déduire la limite de la suite (an)n2N⇤ .

5. (a) Déterminer une constante C telle que les suites (an) et (C lnn) soient équivalentes.

(b) Déterminer un équivalent simple de ean .

6. Montrer que la suite (an � C lnn)n>1 est convergente et déterminer sa limite `.
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