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L’épreuve se compose d’un probléme en 8 parties. Les trois parties sont indépendantes.

La premiére partie démontre un principe d’incertitude en dimension finie, dont l’analogue en dimension
infinie stipule en particulier qu’une fonction non identiquement nulle et sa transformée de Fourier ne
peuvent pas toutes les deuzx s’annuler trop souvent.

La deurieme partie étudie quelques exemples d’une classe de matrices particuliéres, les matrices k-
Hadamard, qui sont des matrices auzquelles s’appliquent les résultats de la premiére partie.

La troisieme partie étudie les propriétés probabilistes de matrices aléatoires, candidates potentielles
pour étre k-Hadamard.

Probléme
Dans ce probléme, n désigne un entier naturel. Si a et b sont deux entiers, on note [a, b] = [a,b] N N.
L’espace vectoriel C™ est muni des trois normes définies par

xq
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xn
On rappelle que :

Vz € C", |zl < llzll < nllzfloo et |zlloo < llzll2 < vrll7]lo.

Partie I. Un principe d’incertitude.

Azl
Pour A € M,,(C), on note ||A|1,00 = sup [ Az] .
vecm\fo} Izl

1. Montrer que
VA = (aij)1<ij<n € Mn(C), [|A]

Loo = max |a;|
et que || ||1,00 définit une norme sur M, (C).
Soit k € R™. On dit que A = (@i )1<ijign € Mp(C) est k-Hadamard si :
|All1,00 < 1et Vo e C?, ||[A"Az||0o = k2]
o l'on a noté A* = A = (@j,0)1<i,j<n-
2. Montrer que si A est k-Hadamard, alors

Ve e C, [zfli[[Az]ly = K|zl Azl

On pourra observer que ||A*||1,00 = || All1,00-

3. Montrer que si A est k-Hadamard, alors
Va € C"\ {0}, |Supp(z)| x [Supp(Az)| > k

ou l'on a noté Supp(z) = {j € [1,n] | z; # 0} et |Supp(z)| le cardinal de Supp(z).



4. Soit s :[1,n] — C une fonction. On note § : [1,n] — C la fonction définie par

n

Vi€ [Ln], $() = s()e >,
=1

(a) Déterminer une matrice F;, € M, (C) telle que pour toute fonction s : [1,n] — C,

(b) Calculer FF,.
(c) En déduire que pour toute fonction s : [1,n] — C,

|Supp(s)| x [Supp(8)| <n=s=0

ot Supp(s) = {j € [1,n] | s(j) # 0} et Supp(s) = {j € [1,n] | 5(j) # 0}.
5. Cette question est indépendante des précédentes.
Soit f € C(R,C) une fonction continue sur R & valeurs complexes. On suppose qu'il existe un

réel A > 0 tel que
Supp(f) = {z e R| f(x) # 0} C [-4, A].
On définit alors f :R — C par

A~ +OO .
Vz e R, f(z) = f(t)e 2™t qt.

(a) Montrer que f est bien définie sur R et que f est développable en série entiére en 0, de
rayon de convergence égal a +oo.

(b) On suppose de plus qu’il existe 7 > 0 tel que Supp(f) C] — o0, —r[U]r,+o0].
A

Montrer que : Vn € N, / fe)etde=0.

A

En déduire que f est la fonction nulle.

Partie II. Exemples de matrices k-Hadamard réelles.

Dans cette partie, toutes les matrices sont a coefficients réels.
Soit k € R™*. On dit que A = (a; j)1<i,j<n € Mn(R) est k-Hadamard si :

A

l1.00 = max |a; ;| <1et Ve eR", |"AAz| 0 = k||| co-
I<ijsn
1. Montrer que si A € M,,(R) est k-Hadamard, alors k < n.

2. Montrer que pour toute A € M, (R), la matrice ‘AA est diagonalisable sur R et montrer que
toutes ses valeurs propres sont > 0.

3. Soit A € M,,(R) une matrice n-Hadamard.
(a) Montrer que tr(‘AA) < n?.
(b) Montrer que toute valeur propre de ‘AA est > n.



(c) En déduire que ‘AA = nl, et que : Vi, j € [1,n], a;; = £1.
4. Soient A € M, (R) et k > 0 tels que ||Al|l100 < 1 et "AA = 2kI, + J,, ot J, est la matrice de
taille n dont tous les coefficients sont égaux a 1.

(a) Montrer que A est k-Hadamard.

(b) Construire une telle matrice avec n = 3, k = 1/2 et dont tous les coefficients sont égaux a
0 ou 1.

Partie ITI. Normes d’opérateur de certaines matrices aléatoires.

On note :
S ={z eR" | [|lz]2 = 1}.

Pour A € M,,(R), on note

Az 2
|All2 = sup |4z = sup [Azls.
cern\{0} llZll2 gesn

1. Soit A € M, (R) une matrice symétrique.

(a) Montrer que

Allo = su trAz| = max |\
I4le = swp |'eds| = max |\

ot Sp(A) désigne 'ensemble des valeurs propres de A.

(b) On suppose dans cette question que les coefficients de A sont bornés par 1. Montrer que
||All2 € n et caractériser le cas d’égalité.

Dans toute la suite, on suppose que A = (&; ;)1<i,j<n €St une matrice symétrique réelle dont les coeffi-
cients supérieurs (&; j)1<i<j<n forment une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes
définies sur un espace probabilisé (2, P) et suivant toutes une loi de Bernoulli de paramétre 1/2 :

Vi7j S |I].7TL]], P(Ei’j = —1) = P(Ei’j = 1) = 1/2

Le but des questions suivantes est de montrer que || 4|2 = O(y/n) avec une grande probabilité,
n—-+oo

ce qui améliore fortement le résultat de la question (1b).

2. Soit z € R™ un vecteur fixé.
(a) Montrer que pour tout ¢t € R, ch(t) < et’/2,

(b) Pour v € RT, exprimer l’espérance IE(@“ t’Az) sous la forme d’un produit de cosinus hyper-
boliques faisant intervenir u et les composantes du vecteur x.

(¢) En déduire que pour tout u € R, E(e" t’”‘x) < ev’llellz,

(d) Montrer que pour tout o > 0 et pour tout u € RT, P(‘zAz > a\/ﬁ) < emvevmtu?fzl;,
(e) En déduire que pour tout a > 0,
2

2
P('zAz > ay/n) < exp (—ﬁ) puis que P(|‘zAz| > ay/n) < 2exp ( a‘n ) .
Zll2

A3



Afin de traiter la derniére question de ce probléme, on admet qu’il existe un entier N tel que
N < 7" et des vecteurs vy, ..., vy € S*™1 vérifiant :

Vo e S™t, 3k € [1,N], ||z — vxl2 < 1/3.

3. On note My = , nax | 'or, Avg,|.
=1,..,N

7
(a) Montrer que : Vo € S"™!, | Az| < §||A||2 + Ma.
(b) En déduire que : Vi € R, P(||All2 > t) <P(Ma > 2t/9).

(c) A laide des questions précédentes, déterminer un réel o > 0, indépendant de n, tel que

nETOOIP(HAHQ > ay/n) = 0.



