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L’épreuve se compose de 3 exercices indépendants qui peuvent étre traités dans un ordre arbitraire.



Exercice 1
Deux estimations de dérivées n-iémes.

Si f : I — R est une fonction de classe C*° sur un intervalle I de R et si n € N, on note f(") la dérivée
n-iéme de f.
Pour z € R, on note

sinc(z) = Y iz # 0 et sinc(0) = 1.
T

1. Démontrer que la fonction sinc est développable en série entiére sur R.
2. Pour z € R*, on note a(x) = cos(v/z).
(a) Démontrer que la fonction « se prolonge en une unique fonction développable en série entiére
sur R.
On note encore o : R = R la fonction ainsi prolongée.
(b) Déterminer l’expression de a sur R~ a I’aide de fonctions usuelles.

3. Démontrer que
1

n+1

Vz € R, |sinc(”)(x)} <
en remarquant que
Vz € R, sinc(x) = /1 cos(tx) dt.
Cette inégalité est due & Gronwall (1913). ’

La suite de l'exercice consiste & démontrer une inégalité analogue pour la fonction «, due a
Smirnov (2018).

4. Démontrer que « est I'unique fonction développable en série entiére vérifiant :
a(0) =1et Vz € R, 42" (z) + 2d/(z) + a(z) = 0.
5. Démontrer que pour tout n > 1,
Ve € R, 4z o™V (2) + (4n — 2)a'™ (z) + oV (2) = 0.
6. En déduire que pour tout n > 1, il existe z,, € R tel que

2™ (2,)] = sup o™ (z)].
zeRt
7. En déduire l'inégalité de Smirnov :
!
Vn €N, sup o™ (z)] = SR
s e @I= Gy

Indication : on pourra raisonner par récurrence et distinguer les cas x, =0 et x, > 0.

Exercice 2
Un théoréme de Pdlya.
Soit d un entier > 1. On note (ey,...,eq) les vecteurs de la base canonique de R?.

Soit (€,)n>1 une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes définies sur un méme espace
probabilisé (Q, X, P), a valeurs dans (e, e, ...,e4, —€1,—€2, ..., —€4) et de méme loi définie par

1

Vi € Hl,d]], ]I‘D(En = ei) = ]P)(En = —@Z-) = 27d

n
On note Sy = 0 et pour tout n > 1, on note S,, = Zak.
k=1

A= UGSk =0).

n=>1lk>n

On note



1. Pour w € A, que peut-on dire de Pensemble {n € N | S,,(w) =0} 7
2. Démontrer que si la série ZIF’(Sn = 0) converge, alors P(A4) = 0.
3. On suppose que la série Z P(S,, = 0) diverge. On note B = A le complémentaire de A.
(a) Pour w € B, que peut-on dire de ensemble {n € N | S, (w) =0}?
(b) Pour tout n, on note B, = (S, = 0) N (Vk > n, S # 0). Exprimer B a l'aide des B,,.
(¢) En remarquant que B, = (S, = 0) N (Vi > 0, ep41 + -+ + €nqs # 0), montrer qu’il existe
un réel a indépendant de n tel que P(B,,) = aP(S,, = 0).
(d) En déduire P(A).
4. (a) On suppose dans cette question que d = 1.
Déterminer P(S9,+1 = 0) et P(Sy, = 0). En déduire, en utilisant la formule de Stirling, la
nature de la série ZIF’(Sn =0).
Qu’en déduit-on ?
(b) Traiter de méme le cas d = 2.
Commentaires : on dit que la marche aléatoire (Sy,) est récurrente si P(A) = 1, transiente si P(A) = 0.
On peut démontrer a laide des résultats précédents que sid > 3, la marche aléatoire (Sy,) est transiente.
Ces résultats sont dus a Pdlya (1921).

Exercice 3
Sur ’exponentielle matricielle.

Dans tout I'exercice, n est un entier naturel non nul fixé.
Si A € M,,(C), on note Spg(A) 'ensemble des valeurs propres complexes de A et on rappelle que 'on
définit I'exponentielle e de la matrice A par

A Ak
et =" T € Ma(C).

1. Calculer e” lorsque A est diagonalisable sur C et de spectre complexe inclus dans 2i7Z.

2. Montrer que :
V(A,B) € M,,(C)?, AB = BA = 8 = ¢4eB,

0 1 —2ir -1
Ai(o 2m> etB*( 0 0>'

Calculer e?, ¢®, TP, AB et BA.
Commenter.

4. Soient A, B € M,(C).
(a) Soient f : R — M,(C) et g : R — M,(C) définies par

3. Soient

Vi e R, f(t) = e ™AFB) ot g(t) = e!4eB.

Calculer f”(0) et g”(0).

(b) On suppose que :
vVt € R, e AetB = HA+DB)

Montrer que AB = BA.

5. Soit N € M, (C) une matrice nilpotente.
Montrer que e — I,, est nilpotente.

T.S.V.P.



6. Soit N € M, (C) une matrice nilpotente. Pour ¢ € R, on note

n —1(t k
¥ -y, U L)

k=1

(a) Montrer que : Vt € R, X'(t) = N.

(b) En déduire que

n (_1)k—1(eN —In)k
: .

N =

=1

k
(¢) En déduire enfin qu'il existe P € C[X], indépendant de la matrice nilpotente N, tel que
N = P(e).
(d) Soient A € C et M = AI, + N.
Montrer qu’il existe @y € C[X], ne dépendant que de A, tel que M = @ (eM).

7. Soit M € M,,(C). On suppose que pour tout A,y € Spe(M), A # pp = X — p ¢ 2inZ.
Soient A1,..., A, € C les valeurs propres distinctes de M et «q,...,a, leurs multiplicités
respectives comme racines du polyndéme caractéristique de M.

(a) Montrer que
”
C" = P Ker((M — AiT,)™).
k=1
(b) Montrer que pour tout k € [1,7],
Ker((M — \pI)*) C Ker((eM — e’\’cln)a"‘)
(c) Montrer que
”
c" = @Ker((eM - eAkI,L)O"C)
k=1
et que
Vk € [1,7], Ker((eM — e*1,)**) = Ker((M — A\pI,)**).
(d) En déduire que toute matrice A commutant avec e commute avec M. Indication : on

pourra raisonner & l'aide des endomorphismes de C™ canoniquement associés a A et a M
et utiliser 6(d).

8. Soient A, B € GL,(C). On suppose que e*? = ¢B4 et que pour tout tout A, € Spe(AB),
AFu=A—pu¢2inZ.

(a) Montrer que B et e*? commutent.
(b) En déduire, en utilisant 7(d), que AB = BA.

9. Soit
0 0 0 1
A:<2m 0) etB:(o 0)'

Calculer AB, BA, e*8 et P4,
Commenter.



