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2)

Le sujet comprend 4 pages numérotées de 1 a 4. Il porte sur des modéles de compétition entre
populations. Il comporte quatre parties indépendantes.

1l est recommandé de lire attentivement et patiemment le sujet. Il est demandé de veiller au soin de
la présentation, ainsi qu’a la rigueur et a la concision des raisonnements.

Début de I’épreuve

Premiere partie : Equation de compétition entre deux popu-
lations

On considere 1’équation :
W/ (8) = u(t) (r1 — u(t) (1)

avec 71 > 0 et une donnée initiales strictement positive ©(0) > 0. On admettra qu’il existe une solution
u(t) pour tout t > 0, de classe C*.

a) Trouver I’équation satisfaite par la fonction p := 1/u et résoudre cette équation.
b) En déduire que

u(0)rq
rie="1t +u(0)(1 — e~m1t)’

u(t) =

c) En déduire la limite de u quand ¢t — +o0.

On considére maintenant le systeme d’équations :

W(t) = u(t)(r —u(t) — (1),
{ V() = v(t)(ro—u(t) —v (2)

avec données initiales strictement positives u(0) > 0, v(0) > 0. On admettra qu'il existe une solution
(u(t),v(t)) pour tout t > 0, de classe C.

Ce systeme d’équations modélise la dynamique de deux populations de densités u et v, respectivement
de taux de croissance ry et 9, en compétition pour une méme ressource.

On suppose que r; > ro > 0.

On définit p(t) := u(t) + v(t), U(t) := elo POdsy(t) et V(t) := efo P)dsy(¢),
a) Montrer que U(t) = e"'u(0) et V() = e™'v(0).

b) Montrer que % (efJ p(s)ds) = p(t)elo P()ds ot en déduire que :

rit rot
ef(f/)(s)dsz et —1 et —1

¢) En déduire u(t) et v(t) en fonction de ry, 75, 1u(0), v(0). On pourra vérifier que ce résultat est cohérent
avec la question 1.b) quand v(0) = 0.

d) Mountrer que lim;—, 4 oo u(t) = r1 et lim;— 4 v(t) = 0.



Deuxieme partie : Equation linéaire a 2 compétiteurs avec
mutations

L Tl—d d

T\ d r—d)

3) a) Montrer que la matrice A est diagonalisable dans R et admet 2 valeurs propres réelles, que ’on note

On considere la matrice

avec ry > 19 > 0et d > 0.

A1 et Ao, ordonnées par A1 > Ao
On note A = P~'DP, ou P est une matrice 2 x 2 inversible et

b) Rappeler pourquoi on peut supposer que P est orthogonale, c’est-a-dire que sa transposée PT est
égale & son inverse P!,

xy
X2
supposer dans un premier temps que P = I, la matrice identité d’ordre 2, puis poser Y = PX).

¢) Montrer que pour tout vecteur colonne X = € R? on a XTAX < A\ XTX (on pourra

On considére maintenant le systeme d’équations différentielles :

{U’(t) = (m—-A)U@{) + dV(t) — dU(1), 3)
VI(t) = (n=M)V(E) + dU®t) — dV(),

avec données initiales strictement positives U(0) > 0 et V' (0) > 0. On admettra qu’il existe une solution
(U(t),V(t)) pour tout ¢ > 0, de classe C'.
Autrement dit, si 'on introduit le vecteur colonne

alors X' (t) = (A — M\ 12) X (¢).

On consideére un vecteur propre non-nul

de A associé a A\, c’est-a-dire que AX =\ X.
4) Montrer que
’I"l’lAL + T‘g’[)
U+

On introduit la fonction a 2 variables définie pour tout x > 0, y > 0 par :

= A1

Flx,y) = (x —0)* + (y — 0)°

5) a) Déterminer le ou les points critiques de F.

b) Soit

Montrer que



6)

7

8)

En déduire que F' est décroissante.

On admettra par la suite que lim;_, 1o, U(t) = @ et lim; 1o, V() = 0.
On suppose maintenant que
A1 >0

et on considere le systeme d’équations différentielles :

u'(t) = uw(t)(ri—ul)—ov®) + do(t) — du(t), (@)
V() = vt)(rz—ul)—v(t) + dut) — do(t),
avec données initiales strictement positives (0) > 0 et v(0) > 0. On admettra qu’il existe une solution

(u(t),v(t)) pour tout t > 0, de classe C*.

Ce systeme d’équations modélise la compétition entre deux populations de densité u et v, avec
un taux de mutation d caractérisant les changements d’une population vers 'autre a chaque nouvelle
génération.

On définit p(t) := u(t) + v(t), U(t) := elo POdsy(t) et V(t) := elo P&)dsy(t),

a) Montrer que ¢ — ( > est bien solution de (3).

b) Montrer que
I riu(t) + rov(t)  rit+ o0
1im =
t=+oo  u(t) + v(t) U+ v

On admettra par la suite que p = u + v est une fonction de classe C!, strictement positive et bornée.

a) Montrer que

#(1) = p(t) (R() — p(1)).

ot R(t) := tiiren(d

b) Soit 0 < £ < A\;. Rappeler pourquoi il existe ty > 0 tel que pour tout ¢ > tg, on ait R(t) = Ay — /2.
Supposons que p(t) < Ay — e pour tout ¢ > to. Montrer qu’alors p(t) > p(to)e(*~%)/2. En déduire une
contradiction.

c) Soit t1 > to tel que p(t1) > A\ — e. Supposons qu'il existe to > t1 tel que p(t2) < A; — €. Soit
ts :=min{t > t1, p(t) < A\ —e}.

Expliquer pourquoi ¢3 est bien défini et p(t3) = Ay — . Montrer que p/(t3) > (A1 — €)e/2 et en déduire
une contradiction. En conclure que p(t) > Ay — & pour tout ¢ > t.

d) A Paide de la méthode développée dans les questions précédentes, montrer qu’il existe t4 > 0 tel que
p(t) < A1 + € pour tout ¢ > t4. En conclure que limy_, 4o p(t) = A1.

e) En conclure que lim;_, o u(t) = @ et limy_, oo v(t) = 0.

Troisieme partie : signe des racines d’un polynome de degré 3
On considére un polynoéme d’ordre 3 & coeflicients réels, qu’on écrit
Q(X) = X?+aX*+ a1 X + ao,
ou ag,ai,as € R.

Montrer qu’il existe z € R tel que Q(z) = 0.
On suppose a partir de maintenant que ce polynéme admet 3 racines réelles, qu’on note z1, 25 et z3,
au sens ol

Q(X) = (X = 21)(X — 22)(X — z3).



On les ordonne telles que z1 > 25 > z3.
9) Montrer que Q" admet deux racines réelles y1,y2 € R, telles que z1 > y1 = 29 = y2 = 23.
10) En déduire que a3 > 3a;.

11) On suppose dans cette question que les racines de @ sont strictement négatives, c¢’est-a-dire que z; < 0.
Montrer que dans ce cas ag, a; et as sont strictement positifs.

12) On suppose maintenant que aj,as et ag sont strictement positifs. Montrer qu’alors les racines de @
sont strictement négatives, c’est-a-dire que z; < 0.

Quatrieme partie : équation linéaire a 3 compétiteurs avec
mutations

On considere dans cette partie le systeme :

(@) = rult) + dv(®) —  du(t),
V() = rou(t) + du(t) — 2dv(t)+ dw(t), (5)
w(t) = rywl) + dv(t) — dw(t),

avec d > 0, r1,72,r3 € R et des données initiales strictement positives u(0) > 0, v(0) > 0 et w(0) > 0.
On admettra qu'il existe une solution (u(t),v(t),w(t)) pour tout ¢ > 0, de classe C'.
Autrement dit, si ’on note

u(t)
X(t) == | v(t)
w(t)
et
T — d d 0
A= d ro — 2d d
0 d rs —d

alors X' (t) = AX (t) pour tout ¢ > 0.

13) Montrer que la matrice A est diagonalisable dans R et admet 3 valeurs propres réelles, qu’on note A,
Ao et Az, ordonnées par Ay > Ay > A3
On note A = P~'DP, ou P est une matrice 3 x 3 inversible et

A0 0
D=0 X 0
0 0 M3

On introduit le vecteur colonne Y (t) := PX(t).
14) Montrer que y; (t) = eMty;(0), y2(t) = e 2tys(0) et y3(t) = e*3'y3(0) pour tout ¢ > 0.

15) En déduire quesi Ay < 0, Ao < 0 et A3 < 0, alors limy_, oo u(t) = 0, limy_ 4 oo v(¢) = 0 et limy_, 1 oo w(t) =
0.

On considére un vecteur propre non-nul

X =

ISSRESTIN -

de A, c’est-a-dire qu’il existe une valeur propre A (égale & A1, A2 ou A3) telle que AX = \X. Ainsi :

(m—dja  +do = A
dic  +(rp—2d)p  +dd = X
do +Hrs—d)d = b



16) Montrer que A ne peut étre égale ni & 1 — d, ni & r5 — d. En déduire que @ # 0, 0 # 0 et w # 0.
17) Montrer que Q(XA) =0, ou
QX):=(X+d—r)(X+2d—7r)(X +d—r3) —d*(2X +2d — 1 —73).
On pourra pour cela exprimer 4 et w en fonction de 0.

On suppose maintenant que r1 + ro + r3 < 0.

18) Montrer & I'aide de la question 12) qu'’il existe d > 0 tel que pour tout d > d, on ait A3 < 0, Ay < 0 et
A < 0.

Fin du sujet



