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L’épreuve se compose d’un exercice et d’un probléme qui peuvent étre traités dans un ordre arbitraire.



Exercice

Une inégalité de Poincaré.

Dans cet exercice, on note

E={feC'([0,1,R) | £(0) = f(1) =0}
’espace des fonctions de classe Ct, & valeurs réelles, s’annulant en 0 et en 1.
Le but de cet exercice est de démontrer ’inégalité de Poincaré :
1! 2

weE,/O (f()’de < = [ (f'(2)

dx

71'2 0
et de caractériser les fonctions f € E pour lesquelles il y a égalité.
On définit la fonction cotan :]0, 7[— R par

cos(x)
sin(z)

Yz €10, 7[, cotan(z) =

1. Déterminer un équivalent simple de cotan(z) lorsque z tend vers 0 puis un équivalent simple de
cotan(zx) lorsque x tend vers 7.

2. Soit f € E. On note

I—/ f(z)f'(z) cotan(nz)dz et J = / x) —7f(z )cotan(wx))zdx.

(a) Montrer que l'intégrale I est bien définie.
(b) Montrer que

2I = 71'/0 (f(x))2(1 + (cotan(mz))?) dz.

(c) Montrer que l'intégrale J est bien définie.
(d) En développant J, montrer que

[ () as

3. Déterminer ’ensemble des solutions de ’équation différentielle

1 ! 2

7T2 0

N

Vz €]0,1], y'(z) = 7 cotan(rz) y(x).

1 1

1
4. Déterminer les fonctions f € E telles que / (f(m))2 dz = — 2
0 ™ Jo

Probléme
Autour de l’inégalité de Golden-Thompson.
Dans tout le probléme, M, (R) est muni d’une norme || - || vérifiant

VA, B € Mu(R), [AB|| < [|All - |B]-

On note S,,(R) ensemble des matrices symétriques réelles.
On rappelle que si M € M, (R), on définit

Pour A € M, (R), on rappelle que tr(A) désigne la trace de A.



Partie I. Une formule de Sophus Lie (1875).

1. Montrer que pour tous M, N € M, (R) et pour tout k € N*,

k—1
M¥— N* =" M'(M — N)NF1—,

=0

2. Montrer que pour tout M € M, (R),
leM] < M

3. Montrer que pour tous 4, B € M,,(R) et pour tout k € N*,

k
A+B _ (eA/kzeB/k) H < ke

o(A+B)/k _ eA/keB/kH '

4. Montrer que
VA, B € M,(R), He<A+B>/k eAlk B/kH O(1/k2).

k~>+oo

5. En déduire la formule de Lie :

k
VA, B € M,(R), lim (eA/keB/k) = ATB,

k— 400

Partie II. Inégalité de Golden-Thompson (1965).

1. Soient A, B € M,,(R). Montrer que

[tr(AB)| < \/tr(AAT), /tr(BBT).
2. Soit p = 2* avec k € N*. Montrer que

VAL As,.. . Ay € Mu(R), [ir(Ards - A,) < ] (tr( (4;A7) ”2)) v

=1

3. Soit p = 2¥ avec k € N*. Soient A et B deux matrices symétriques réelles.
p

(a) Montrer que
[er((AB)7)| < tr ((42B)"7) .

(b) En déduire que
tr((AB)P) < tr(APBP).

4. A Taide de la formule de Lie, démontrer 'inégalité de Golden-Thompson :

VA, B € Sp(R), tr (e*TF) < tr (e?eP).

T.S.V.P.



Partie ITI. Une application probabiliste.
Soit (€2, .A,P) un espace probabilisé. Soit
Y: Q- S, (R)

une variable aléatoire discréte a valeurs dans S, (R). On note A4 (Y) : © — R la variable aléatoire réelle
égale a la plus grande valeur propre de Y. Pour 6 € R, on pose My (0) = E(e”") € S, (R) ott I'espérance
d’une matrice est ’espérance coefficient par coefficient. Dans toute cette partie, on suppose que toutes les
espérances considérées sont finies.

1. Montrer que :
Vt € R, V0 > 0, PAmaz(Y) = t) = P(Anaa(e?) =€) < e P tr(My (6)).

En déduire que
Vt € R, P(Amaz(Y) = t) < inf (e7 % tr(My ())) .

2. Soient X7 : Q — S, (R) et X5 : Q@ — S, (R) deux variables aléatoires discrétes indépendantes.
Montrer, & ’aide de I'inégalité de Golden-Thompson, que

Vo € R, tr(MX1+X2 (0)) <tr(Mx, (0)Mx,(9)).
3. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires discrétes sur 2, indépendantes et identiquement
distribuées, a valeurs dans S, (R). Pour k € N*, on note Y}, = zk: X;.
(a) Montrer que -

Vo € R, tI‘(MYk (9)) < tr (Mykfl(a)MXk (9)) < Mnas (]\4}(,c (9)) tr (Mykfl(a)) .

Indication : on pourra démontrer et utiliser le fait que si A et B sont deux matrices symétriques
positives, alors tr(AB) > 0.
(b) En déduire que

Vo € R, tI‘(Myk (9)) <n ()\maaf (MX1 (9)))k

(¢) En déduire enfin que

Vt € R, POnao(Yi) 2 8) < jnf (e*“ (Amaz (Mx, (9)))’“) .

4. Un exemple.
Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires sur Q & valeurs dans S3(R), indépendantes et iden-
tiquement distribuées. On suppose que
X, = (51 52)
Eo £1

ol €1 et €9 sont deux variables aléatoires de Rademacher indépendantes :

Vie{1,2}, Ple;=1) =P(e; = —1) = 1/2.
k
Pour k € N*, on note comme précédemment Y; = Z X;.
i=1
(a) Montrer que pour tout € €]0,1/2[, lorsque k tend vers +o0, on a

k2e

P (Amaz(m) > k%“) < 2e~ T HolR),

(b) Quelle est la nature de la série ZIP’ ()\mM(Yk) > k%+5) ?
k

(c) En déduire la probabilité de I’événement "’ensemble des entiers k € N* tels que Apaz(Y) =
k2t est fini".



